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De integratione aequationis diflTerentialis 

{A^A'x^Ay){xdy—ydx) 
^(ß + B'X'\'B"y)dy^{C^Cx + C'y)dx = 0, 

(Aaet. C. G. J, Jacohi, prof. ord. Regiom.) 



fSi Buleri scripta perfectissimis ioventis redundaiit, noo minore io pretio 
Iiabenda sunt quae ipse imperfecta aliorumque caris expolienda reiiquit. 
Qoae oobis largam 8uppeditant materiam in qua vires exercere possimns. 
I(a uuper sumsi mihi aequationem diflerentialem, 

ydx(C'{'nx) — dy(y^a + bx + nxx) es 0, 

quam ille in Inst. Calc. Int. Vol. L pag. 345 tractavit. Sane eliam exerci- 
tatus Aualyticus nou ita faciie buins aequationis integrationem deteget. De*» 
monstravit aulem Eulerus, eam per banc substitutionem 

U = y{c+na:) 

ad separatiouem variabilium perduci; quippe eam evadere, 

du dx 



Quae adhuc postulantur Quadraturae, metbodis quae in promtu sunt absol- 
vuntur^ ipsaque inter x et u ideoque etiam inter a? et y aequalio finita 
prodibiL 

Aequatio diflTerentialis Euleriana cum sie etiam repraesentari possit 

nx[xdy — ydx] — (y + a + 6j:)dfy + cy Jx = 0, 

proposui mihi geueraliorem, in qua tres expressiones, xdy — ydxy dy, dx, 
multiplicantur per ipsarum x et y functiones lineares quascunque 

(^A'hA'X'\-A''y)ixdy'—ydx) 
— (ll + B'a: + B''>-)rfy+.(C+Ca? + C"y)rfj: = 0. 

Cuiuv infegrationem, methodo ab Euleriana toto coelo diversa erutam, se- 
quentibus exponam cum propter formam memorabilem aequationis finitae inter 
X et y iuventae, quae maxime ab aequationis cubicae resolutione pendet. 
tum propler usum methodi quem forte in alüs occasionibus facere licet. 

CreUe*s Jonnul f. d. M. Bd. XXIV. im. 1. 1 
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Ponanras 

sitqoe br. c. 

a =r a'y— ß'Y» «f « ß'w— ßy, «"= ßy— ß'y. 

h = /a"— 7"a', »' =s ya—^a", 4" = 7a'— 7' o, 
c == a'^"— a"3', <?' « a"ß— aß", c" =s aß'— a'ß. 
Bis statatis iovenitar diSereDtiando, 

nndq s=s — (c* — a'y)rf*+(4' — a'x)dy, 

ubi posUam est 

n a a + ßar+yy. 

Aeqaatiooes antecedentes si hae forma exhibemus, 

nnif^ 1= — af {xdy — ydx)-^h' dy-~^ dx, 
patet aeqoationeni aliqaaa differeutialen inter p et 7^ 

Prf|» + Qdq =. 0, 
in hane traDsfonuari: 

{af'P—t^Q){xdy-'ydx)-^(h"P^VQ)dy^{p"P—e'Q)dx = 0. 
Si aeqoationem aotecedeotem, moUipUcatani per n, cum aeqnattoDe dil 
rentiali proposlta comparamua, accita qoautitate A. eraimuo, 

«(a"P— a'(?) + A. ea A-^A'x'\-A"y, 
n{V' P —h' Q) ^Kx ^ B-^-B'x^B'y, 
n(c"P—e'Q)+Ky mm C + Cx-^-Cy, 
Jam observo, poaito 

« » a(ßV'— ß"70+ß(7'a"— y"aO + y(«'ß"— a"ßO» 

fieri 

oa' + |3*'+7c' = 0, 

oa"+ß*"+ye" = 0, 

tt'a' + ß'»'+7V « ff, 

aV+ß'ft"+yc" = 0, 

a'V+ß"*'+7'V« 0, 

a'V'+ß"ft"+yV' Ä 0. 

Uttde ex aequationibos antecedenlibns tres aequationes sequentes eruuutii 

I. Ua + ßx + yy) 
= 4a+llß+Cy+(4'a+Ä'ß+Cy)«+(-i"a+Ä"ß + e'7)» 



k. 
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2. —snQ + Kia' + ß'x + y'y) 
as ^ a' + B 0' + Cy + (^' a' + J^'ß'+C' 70«+ (4" a' + B"ß'+C"yOy, 

8. eiiP+A.(a" + 0"a?+y'y) 

= At"+Ä3"+cy' + (^ v'+B'ß"+ c Yo « + (^'V'+B"ß''+C"7'0r- 

Qnae aeqaalioaes ut löcam habeaut stataamas 

Code aeqaatio differenlialis inter p et q evadit 

iK''—K)qdp—iK'—K)pdq = 0; 
itt aeqaatiöiübns (1.), (2.)« (3.) aotem expressiones ad laevam fiuut respective, 

X(a + ß* + 7y), Ä.'(a'+ß'* + /y),- K"ia"+ß"x + y"y). 
Hinc siiigulos terminos ioter se comparatis seqoaotor ex aeqoatiooibos (1.), 
(8.), (3.)t haec tria aequationam sjstemata: 

5= (^— \)a + Bß+C7, 
1. ( = ^'a + (B'~\)ß + C7, 
= A"a+B"ß+(C"'-'K)yi 

s= (^— \0a' + Äß'+<?7'. 
;= A' o! + (B'— V) ß' + C7', 

= J'V+B"ß' + (C"— V)7'? 

= (^—V)«" + Bß^+Cy", 

c= ^'V + B''ß" + (C"— v)y'. 

Ex bis aeqoationibas patet, fieri 7^ K'i \" (res radices diversas aeqaatioDw 

eubicae 

(A — z) (B'— z) {C— z) — B"C' {A—z)— CA" (B'— ») — A'B (C— «) 

-|-^'B''C+^"BC' =s 0. 

Hains aequationis resoluiioue determinatis tribas qaantitaübas, \, \\ }ij\ 

binae e tribus aeqaationibus caiuslibet sjstematis sappeditaat rationes qaae 

esse debeiit inter qaaotitates o, ß, 7, ioter qaaotitates a% ß', 7', inter qoaiH 

(ilates a'', ß'% 7'^ E ternis anteoi qnaotitatibus una erit arbitraria, qoia 

earpm tanlnm rationes determinantur; unde ex. gr. a, a.'y o/' ex arbitrio so- 

mere licet. Constantibus oe, ß etc. dicta ratione defiuitis, aequatio differeutialis 

proposita in banc transformata est, 

iK"—K)qdp'-CK'-K)pdq = 0, 

qaae integrata sappeditat, 

pi-'-x^^-v _. Coostans, 

1* 
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sive etiam 

Üade baec eruta est 

Propositio. 
^, Proposita aequatione differenliali 

(J + A'x + A"y){xdy — ydx) 

resolvalor aeqaatio cabica 

{A—z){B'^zXO'--z) — B"C {Ä—z) — CA'' (ß'—z) — AB {C"^z) 

+ A'B''C+A''BC' = 0; 
cuius radices tres ioter se diversae si appellaatar Kj ^.^ K'\ atque 
brevitatis causa pouitur 
B'C"— B"C' = D, .OA'—C'A' « D', AB''—A"B' = D'\ 

B' + O'^E, 
erit aequatiouia differeiiiialis propositae InCegrale completom 

[H— ÄÄ.+ KK +{D'+A'K)x'hiD''+A"K)y]^'^ 

SS CODSC»** 

Begiom. d. S6 Martis 1842. 
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2. 

De motu puneti singularis. 

(Aaet. C. G. J. Jacobi, prof. ord. Regiom.) 



I^uo majores in genere difBcultates parit integratio aequatiooQoi diSeren- 
tialium dy uamicaram , eo majore cura ea examiuare debemas problemata 
mecbauica in quiboai iotegrationem ad Quadraturas perdueere cootigit Cir^ 
cumspiciendum enim est an eadem via io aliis quoque aut amplifieatis pro- 
blematis aequationes differeotiales ad Qaadralaras aut si hoc assequi non 
licet ad inferiorem certe ordioem revocari possiut. Qua de re uon iugratam 
fore coufido si plara ejusmpdi exempla, qaae Quadraluris absolvantar, hie iu 
coDspectum pooam, qaae si uova uon suut certe in (ractatibus mecbanicis aut 
omniuo uon aut uon ea qua fieri potest generalilate exbibeulur« Quae exempla 
omuia casum tantum simphcissimum , motum puneti siugularis spectabunt. 

S. f. 

De exteD8i0ne quadam prineipü virium vivanim. 

Sint X, y, z Coordinatae orthogonales puneti quod in data linea 
▼el superficie curya moveri debet ; siut X^Y, Z vires punctum soUicitautes 
axibus Coordiuatarum parallelae, sit s arcus curvae in qua punctum move- 
tur, V puneti velocitas ejusque niassa = 1. Quoties fit Xdx -(- Ydy -(- 
Zdz diflerentiale completum, uotum est haberi Integrale 

1. ^vv =^J\Xdx + Ydy + Zrf«] + Const. 

Quod dicitur principium conservationis virium vivarum, qnia data puneti 
positione et velocilate initiali, ad aliam quamcunque positionem determinatam 
punctum eadem perveniat velocitate, quaecunque sit linea vel superficies 
curva super qua iu Irausitu ab altera ad alteraui positionem moveri debet. 
Quippe in aequatione (1.) uullum ejus liueae aut superSciei vestigium re- 
manet. Quae saue couservatio in macbinarum Iheoria magnas partes agit, 
sed in aequationibus differentialibus dynamicis integraudis principium illud 
baue ob rem m pretio habere solemus quod suppeditat unum aliqnod Inte* 
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grale« Qaoties vero solum Integrale inveutoni euras, non opus est iit ex- 
presfiio^ Xdx -f Ydy 4* Zdz, per se sit difiereotiale completam, sed ear 
dem valet aeqaatio (!•) si illa expressio fiat differentiale completain advo- 
oatia qaae inter Coordioatas x, y, %■ locam habeot aeqoatiooibus. Qaa de 
re 81 puoctum in data liuea uiovetur ideoqae trea ejua Coordinatae per 
unam quantitatem exprimi possunt, semper erit expreaaio, Xdx -f- Ydy -f" 
Zdz, differentiale conpletum, dommodo X, Y, Z jolarom x, y, z fauctio-* 
nea sunt. Si trea Coordinatas per qaantitatem aiiquam q exprimiiniia, fit 

Xdx + Ydy + Zdz = Qdq, 
ds SS, vdt s=5 ^(dx dx + dydy + dz dz) s= Frfy, 
deaigoantibus Q et F soliua q functionea. Uude e (i.) relatio Inter puneti 
poaitionem in data liuea ipaumque lempua invenitur formula, 

designautibus a et Constantea Arbitrariaa. I(a prodit pulcfara licet ele- 
mentaris propoaitio quae in tractatibua mecbaiücis defieere videtur« 

Propoaitio L 
^fPunetum quod in data liuea nioveri debet, soUieitetur viribus quae 
solarum puneti Coordiuatarum sunt functiouea quaecuuque, definitur no- 
ttts puneti aolis Quadraturis.** 

Observo si r de^ignat vim tangentialem qua punctum sollicitatur, fieri 
Qdq = Xdx + Ydy + Zdz = rds. 
Vires autem curvae normales cum omues destruantur, supponere licet uni- 
cam r agere; uude secuiidum definitiones mecbanicas erit rdt velocitatis v 
incrementum per tempus dt, sive rdt^=dv. Uiiic cum sit vdt^sdsj ae- 
quitur jdszsivdv^ ideoque 

^rr ^/rds ^ jQdq. 

Quae est formulae (1.) demonstratio geometrica« luveota v eruitur temporis 

valor ope formulae t = /— f-. 

Casu geueraliori quem antecedentibus tractavi velocitas vd vis viva 
in geuere non conaervatur, hoc est alia fit pro alia liuea in qua fieri debet 
puneti transitus a positioue initiali ad positioueiu finalem. Sed ad iutegra- 
tioiüs succeasum baec couservalio non facit. Ut per foroiulam (1.) veiocitas 
detenniuari poi^»it ipsa puneti iu data linea posiiione, non opus est, quod 



9. C G« J« JaeoHß de motu puncti aingularU. 7 

üIe poscit coDservatio, ut vires sollioitantes veraos pancta fixa dirigantur 
Tel direcliouem parallelaoi et iDtensitateoi ooniitaiHein babeaot 

Ponamus jam non ipsufn paiicti tramitem datum aase, aad tautnni 
aoperficiem in qua moveri cogalur. Sit f(x, y, z)s=iO aeqoatio auperficiei ; 
expressiooi Xdx + Ydy'\- Zdz addere licet expresaionem evaaeitceuteiii 

filj^ dx 4* -7^ dy 4- -Q^ äz\ 9 deaignaote ft> factorem arbitrarium. Ut au- 

(em expresaio 

differentiale completam fiat habeantur necesse est trea aeqoatioiiea conditio-» 
ualea. 

dz dy * dz'dy 'Sy*dz *^ ^ 
dZ dX.dfi. Bf dfk df ^ 



^x dz "^ dx*dz dz*dx 
dy dx ' dy^dx dx * dy 



E ^uibua aeqaationibas sequitur multiplicando per "^9 ^j ß ^ addendo, 

■ df/dr dz\,df/dz dr\,df/dx dr\ ^ 

'• d^\i^'~n') + d}\di~di)'*'Wi\^ ~ "• 

Uode haec fluit Propoaitio: 

Propositio IL 
,, PoDCtam qnod moveri debet io superfieie cojoa aeqoatio, f(x, y, z) 
z=> , secundum directiooea axiam Coordiaatarani viribus sollicitetor X^ 
Y, Z, quae solarum pundi Coordinatarom fuoctioues sint; quoties locam 
babet aequatio, 

dx\dz dy/'^dy\dx~ dz)'^ dz\dy~dx) "" ^ 
obtinebitur lutegrale, 

\vv ^JlXdx + Ydy + Zdz) + Const, 

ubi expres^sio sub sigoo per aolam 8uper6ciei aequatiooem integrabilis fit.** 

Aequatioiiem conditiooalem (3.) nou tantum posci sed etiam sufficere 
ut Xdx + Ydy -^Zdz per auperficiei aequationem differeutiale completom 
existat, sie demonstrari poteat. 

Adbibeamus aequationom dyiiamicaruin formam ei similem quaia Ul. 
HamUon proposoit. Quem ad finem determiuetar puucti positio io data 
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superficie duabos qaanlitalibas qi et q^ mtqne expressis x, y, z per ^j et g^j 

Xdx + Ydy + Zdz = Q,dq^ + Q^dq^. 
Deiiide expressa ^ro = T per quantitates qi et q^y earamque qaotientes 
differeiitiales q\ et q\^ fiat, 

Deuique expressa 1* per quatuor qau(itates ^i, In Pit Pn atqoe barum re- 
spectu facta ipsius T differeutiatione partialif eruot aequatiooes diflereotia- 
ies quibus puncti luotus deteriniuatart 

. , rf/ ~ ap,' dt dq,"^^'* 

rf« ■" 3/»/ dt dy, '*'*'*• 

Ex aequalionibus (4.) seqaitur 

= Qtdqi-^Qidq^. 
Cujus aequationis pars dexlra ut iotegrabilis sit, poscitur et suflßcit fieri, 

dQ, _ SO, 

Cum sit 

aequatio conditiooalis aolecedeos post faciles reductiones iu hano tnutalor: 

"" \dq,'dq^'~rq,'Tq,f\Jz "5^ "^ 

j. ; (dz dx dx Bx\(dZ ö-Tx 

(öx_ d2_ By_ dx\fdX BYx 
\dq,'dq^'^dq^'dqj^dy 3x)' 

DiflerentiaDdo aquatiooem f=0, fit, 

f, ^ df Bx .bl dy ,df dz 
" - Tx'Fq~'^dy'Tq,^^'dT,* 
n Bf dx ,d£ dy.df dz_ 

unde sequilur 

5/ dz dz dy , ^»^ dje^ 3x A*. .»_ J^ . ^^ ^_ ^21 .^£ 

dq~t'dql~'dql'Bql''dq,'dqt ^q^'Bq^ dq/dq^ dq.'dqr 

dx * dy dz 




S« (/• 6. J. Jacohiß de motu puncti singularU. 9 

sobstitotis in (5.) prodit aeqoatio coDditionalis (8.) sopn propoflita» 
Qoae igitor si locQm habet, iSt ~^zsi~^ ideoqoe Qidgi^Q^dq2 loto- 

grabile, Qode ex aequatione sopra tradita, 

id.vv = Qidg, + Q^dq2y 
oblinelor integrando aeqaalio qua veloeilas poDCti per quantitates g^ et ^2 
exprioiUur, 

6. T = ^rr ^ f^Qidq^ + Ojrf^^) + Coost 

Qoae com Propositione autecedente quadrat. 

Ut priDcipiom coDservationis viriam vivanim locum babeat, oon ad- 
vocata soperficiei aequatione fieri debet Xdx^Ydy^Xdz iotegrabile, 
qood reqairit aequationes tres^ 

dz ^ ' dx 'Sz ^ dy Bx 

Sed ad solom invenieodoin Integrale (6.) videmus sofficere aequationem 
unicam (8.). 

% 2. 

FomnilM novao pio mota puncti aaper data snperflde. 

Foroiolae difierentiales dynatnicae Hamltomarum similes, qoas ante- 
oedentibos tradidi, sie demonstrari posaunt. Ope aeqnationis superficiei Co' 
ordioatas x, y, z per doas variabttes qi et q^ exprimeodo fit, 

/ dx dx * . dx ä 

"^ ^ Ti = ä^^'+ä^T**» 

- d% dz ä , dz i 

Harom formolarani ope expressis ^, y', z' atqae T s \(x'x*^y'y'-\'a^x') 
per ^1, ^2} 9i* 9< differentialia illaram quantitatam partialia, ipsanun ^i, q„ 
9i ) Vz respecta aumta, uncis indudani) tta ot fiat 

/d*^\ dx_ i dx'\ ^ dx 

CreUe*« JvwmI £ d. H. Bd. XXIV. Heft 1. 8 
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Unde 

Fit porro e (1.) 

. Bx 

. dx 

Hilde siniilibas formulis ady et t valeittibiu erit» 

. d* . 8y^ . Bz 

j Bx d ^y A ^^ 

sive e (S.): 

i(BT\ ^ dp. Bx dx» By dy* Bz dz 

\tBT\ dp^ Bx dx* By dy' Bz dz 

Fit T ipssrain ^i' «t ft* respecta fanctto bomogenea «ecnodi ordiois» oiide 
secQoduiD propositionem notam 

ideoqne T z=i piq/ ^ p^^/ — ^« Q^a formola variata et rejectte termitiia 
86 motuo destroeotibos obtioetor, 

BT ^q,'Bp,^q,'Bp,-^(§I.)Bq,-{§I^Bg„ 

Expressa igitar T pet quatoör quaiititatea ^i^ fij pi^ p2y ai iu denotandia 
differentialibus partialibas, ipsafüm giy <^2f Pu Pi respecta sumtiid, uucos re» 
jicimns^ fit 



6. 



dir. *^ ^^^ — "dfT^ ^ ~ ^^^ rff 



Ex bis formolia adrocando (&) aequitur^ 
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da. ^ dT i£± ^ dT . dx ds^ . dy d/. dz dxf 

dt — 5^7' rf# ^t'^W%' «" ''■^' rfi "'■^•w 

Aeqnatiooes differentiales qoae tradaDtor pro mota poncti super data soper- 
ficie eojos aeqnatio ^ es 0» aont seqaentes : 

designaoUbos X, F, Z vires paDCtam sollicitaotes, axibos Coordioataram 
^t y» 9 parallelas. SabsUtoendo ipsarom x, y, z expressiooes per qy et q^ 
exhibitas, enm identice evanescere debeat f, erit differeotiando ipsamm qi 
et ^2 rei^iectn, 

df dx . Bf dy ,df a» _ rt 



df dx ,df dy ,df dz _ Q. 
d^'F^^^ ay*d^,^di'dqt "" "' 



oade, si brevitatb causa ponitiu> 
ex aequationibos (8.) aequitur, 

dx djp^ ^^ dy dy^ i^ Bz dz' ^ 
dx dx' ^ dy dy' y^ dz dTf ^ 

Qoibus formulis in aequatkmibua (7«) sobstitatis provenit, 

di -5p;' 1?« =" 5^ + *'^' 

'di^Tf^ di ö^^*''' 

Qaae sunt oovae foroinlae sopra 



8. 3. 

DeUnninatio orbltae poncti toper data superfide moti m revoeata est ad aequationem 
differentialem primi ordbis inter doas varidÜIes^ ejus integiatio solis perfidtur 

Quadratmia. 

Motna poncti in data anperficie, ai qoidem viriom aoUicitantiaBi ex- 
preasiouea non ipamn tempna explicite involTant^ aecondom antecedentia 
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pendet ab iategratiooe triam aeqoatiooiini differentialiaiil primi ordiais inter 
quatdor quantitates^ ^i^ 929 Pi9 P29 

U dq, : dg, : dp, : if ;i, « ^ : §^ i --§~ + Qi : -|ä^+<?«- 

Qoa integratione transacta nna Quadratora dabit relationeiD ioter posttionem 
puDCti et tempos. Btenim illa iotegratione facta exprimi passant ^29^1» P2 

ideoqoe etiam quantitas ^ — per ^1; qoa 8ob«titnta expreasione fit 

dp, 

At quoties vires punctum secuudum Coordioatamm directioDCa soDicitaiite^y 
X, Y, Z, solarum Coordinatarum foncCiODea aunty quo easu etiam Qg et 
Q2 solarum q, et q, functiones erunt» aon tautum temporis expressio sola 
Qoadratura iaveoitur, sed etiam e tribus lotegralibua aequationum (1.) ulti- 
mum seeundum regulam geoeralem semper per aolaa Quadraturaa constabit. 
In alia enim Commeotatione demonstro Propositionem generalem aequentem^ 
quae pro novo priocipio mecbauico baberi poteat: 

„Proponatur motua sjstematis punctorum materiafium quibuacunque con- 
ditionibns subjecti, aintque vires, puncta secoudum directiones Coordina- 
tarum soiücitantes solarum Coordinatarum functiones: si determinatio 
orbitarum punctorum materialium revocata est ad integrationem uniusr 
aequationis differentialis primi ordinis inter duas variabiles, ejus aequa-^ 
tionia seeundum regulam generalem inveniri potest Multiplicator, qui 
eam per solas Quadraturas reddat integrabilenu'' 
Hoc loco Propositionem generalem motu! puncti singularis data super- 
ficie applicabo et regulam indagandi Multiplicatorem pro casu iUo simplici 
seorsum demonstrabo. Qua demonstratione simul elucebit usus fonanlarum 
diflerentialium dynamicarum antecedentibus exbibitarunu 

• 
Propositio« 

^Propositis aequationibus tribus differentialibus primi ordinia inter 
quatuor quantitates q%^ q,^ Piy P2j 

in quibus Q, et Q, sint solarum q, et q^ functiones, inventa sint duo 
Intqpiüia duabus Constantibus Arbilrariis a et ß aflecta eorumque ope ex- 
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ST dT 

bibeautur pi^ p^y -s—^ -q — p^** qaantitales q^^ q^ atque Coiistaotes 

Arbitrarias a el ß{ qao facto integranda reatai aeqnatio differentialla 

primi ordioia inter doaa quaotitatea ^i et q^^ 

BT BT 

J]^/Vi-^äq,^0, 

qua orbita pancti super data superfieie determioatorj cojus aeqoaliouia 
paiiem taerani dico moltiplicatam per factorei% 

Spi ^Pt dPi dPt 

differenliale completom siv^ solia Qoadrataria iptegrabilem evadere."' 

Demonatratio. 
Fonctionom^ qoae dopüca modo, ^ p6r ^i, ^a» a, ß eC per ^n fit 
Pi , p2 exhibentory differentiidia partialiat bi^tna reapecto qoaDtilatimi aumtii 
sine nocis denotabOi illaram respecta somta aocis iaclodam. Bis positb si 
br. c vocatur n factor, 

dPi ^P% ^P% ^P\ « 

propasitmii denonstratiini est, obi probata erit aeqoatioy 



(^)+(^)=- 



vn 

Dode ipsarain p^ et p^ expresriones^ per ^i, q^ et CoDstaates Arbttrariw a 
et exbibitaei^ ia aeqaationibiis differentialibos propositis sabtititnendo fits 

BT ^ _^ dp. dT ,dp^ dT 

-^ 4^ J. n as -^-fil ^y 1. gy« BT 
^ Bqt'Tpl^ Bq^*Bp^' 

Eri( «tfen seeandoin uotMionis modam osarpatoai) 

/ar\ __ er . öT e£^ , ar a/>, 

\Wq:/ " Bq, '^Bp, 'dq, + dp. 'cl'^' 

(BT\ öT ar d»^ öT dp^ 

ydqj 'dq^'^Bp^Bq^ + ^'Bq:' 
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inveottnr e (!.)'• 



S. 



Porro fit, 






f dT \ a T aj^ , ar a^, 
Vöo/ ^ ^* a« "•" a;», • a« • 

'^\ää)^~^\dqj ~ '^' dq^ 'dp^ ^ da 'dq^'Bp^ "" aa ''»* 

ProrsoA eadem ttetti(>d0 vel etiam sola iodicum I et S pemntatioiie ob- 
tüietar, 

ap,(ST\ Bp,(dT\ _ a», a/>, ar.sp^ Bps. st Bp, ^ 

aq^\^)'~ Bm \BqJ "* äü^ ' Bq^ *Bpt^ a« ' a^, 'a;»» 15S'«'" 

Alteran formaladi diB altera detrabendo obtineimu, 
Bpr(BT\ 8p,(BT\ Bp, (BT\ . Bp, (8T\_ 3p, ^ a;», ^ 

^v-ä^;~i5r^v^r^"~a7, va«/"*" a« va^,/"* a« *'«'"ä^*'»' 

Eadeai nethodo inveoitor, 
'Bp^/BT\ Bp^(3T\ Bp, ( ST\ ,8£^( BT\ 3p, ^ Bp^ g. 

^,\-Bj)'~'~5J\Wxf '8^^'Wf^ 3ß \^f ^ Tß^' Bß *'•• 

Supponimaa vires soUicitantes X, Y, Z esse solarum x, y, z fuactiones» 

uode quaatitates Qi et Q2 actis y^ et ^, afficiuutur ideoqoe com ab i'psis 

Pt et Pi tum a Coostantibas Arbitrariis a et ß vacuae sout. Hioc doaram 

aequatiOROüi KntecedeDtiain diflereiitiaudo priorem ipsias ß respect«, poste- 

rioKtt iprios a respecta et detrabbodo protsus evaoescit pars dextra in Qt 

et Qi uraltiplicata. Pars laeva aulem evadit reiectis (enniuis se mutoo de- 

atroeiitibiis, 

3*Pt r^T^ Bp^( B*T \ B*p, (BT\ Bp, / B*T \ 
Bßdqi\8a/ BaKBßdq,/ Bßaq,\3a /"^ Ba \3ßBqt/ 

B*p, (B T\ , Bp, ( B^T \ 3*p (BT\ Bp, { 3>T \ 
" Badq^\B^^^ 3ß'\Ba Bq,/ BoSq^KBßJ^ Bß \Bm BqJ 

SS a 

Quam aeqaatioBeni sie repraesentare licet, 



a I ^3ß \da^ V« \3ß^l t 1 IBß va« / da 
V ^1 ) \ 3qt 



da / da \d i* - j ■ ^ 
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At ex aeqaationibos 

fdT\ __ dT ö», , er 8pt rdT\ __ BT öp, • A?I ^ 

Vä^/ — ö^ • da + e]^ • öT » \F?J ""^.'dß "^dpt'W* 

seqnHor substitaendo ipsias n valorem sapra positooi, 

dß\daJ da \dßJ "^ dpt' dß KdaJ" da \dß/ "^ Bp% 

Quibus sabstitatis aeqaatio {2.) hanc indoit formsoi, 



(^M^)=- 



quae est formalae demonstratio proposita. 

AnlecedeDlibos iastam quidem esse. Propositionem traditam rite de- 
monstratar neque vero aperitur fons genuiDos e quo ipsa Propositio hausta 
est. Qaippe quae emaoat e nova tbeoria Mnltiplicatoris systemati aeqoa- 
tioiium differentialium vnigarium simultanearam applicandi, quam in alia Com- 
inentatione expono. 

«. 4. 

Motus puucti in superflcie revolotione geniU^ valente principio coosemtioais arete^ 
revocatar ad alium qui super curva meridiana fieri debet ideoque definitor solis 

Quadratoris. 

HiNuin pnndl in superficie data, si duo innotescant Integralia aeqoa* 

# 

tiouum differentialium uynamicarum, vidimus solis Quadratnris definiri. Qoo- 
ties autem valet principium meGfaauicum quod principium coäservatiouis areae 
dicitur, usu venit ut jam per unum Integrale ab isto principio suppedita- 
tum problema ad sola» Quadraturas revocetur. Fit eniro ut motus propositus 
revocari possit ad alium super curva meridiana, unde cum motus super data 
curva Quadraturis absolvatur, sicuti $• 1. vidimus, etiam motus propositus 
Quadraturis definiri poterit« Ut autem valeat principium conservatiouis areae, 
superficies super qua punctum movetur esse debet revolutione genita, porro 
vis soUicitans in ipso piano meridiani dirigatur necesse est et a sola puncti 
positione in meridiauo pendeat neque üllo modo ab augulo quem format pla- 
num meridiani cum piano fixo per axem ducto. Vim aulem soUicitantem 
neque a tempore neque a velocitale pepdere, in hac Commenlatione nisi 
contrarium diserte asseritur vel tacite intelligo. Si igitur x est recta axi 
parallela e puncto meto demissa ad planum fixum axi perpendiculare, y recta 
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eponclo moto ad axem perpeDdicolariler docta, disponere licebU vim sol» 
licitantem io daas alias ipsis x et y parallelas quarom aimnl iotenaitates 
rolaraai x et y esse debent foDdiooes. Jam ipsam compotom adatroam« 

Siiit X, Vj ^ (>oordiua(ae puiicli ortliogouales, aitqae axia Coordina- 
(aram x idem atque axia superficiei revolatione genitae. Discerpatar via 
isiollicitaiis in daaa, alteram axi parallelam X, alteram axi normalem Yf aiC 
porro, i^(t;u + ^0«>-, atque, fi^,y)^f(^,^{vv + ^())s::^Oj aequatip 
MeridianU Cum vim d^ollicitantem anppouaums in ipso piano Meridian! di* 
rectam esse, ipaa Y disponi potest in duas vires Coordinatis v el^ parallelas, 

— -y — ^» Qnibns positis^ secundam praecepta nota accito factore K ha- 

benlur aeqnationes difierentiales d jnamicae, quae integrandae sunt, seqneuf es : 

dt* ^ ^'^dx* 

dt* y ^ dC ^^^'^dyfy' 

Bx aeqoationibns (S^) seqaitur vj^ — ^-^ =5 0, onde fit iutegrando, 

designanto a Conatantem Arbitrariam. Qnod est Integrale aoppeditatnm 
principio oansenratlonis areae, ad planum Coordinatamm v et ^ relato. 
Advocemoa liam aequationem identicam, 

/ dC dvy 
d^V(vv+CO _ vd^vi-cdyc . Vdt ^di) 

fi qoa aequatione snbstituendo (S.) et (3.) emitor 



^ = r+^# + 



aa 



Cum sojiponamas tIa sollidfantem pendere a sola posHione poncti in Me- 
ridiane neque ab angnlo quem fonliat planum Meridian! cum plana fixe per 
axem superfieiei dudo, etunt ^ et F solarum x et y functioties. Unde 
aequationes (ft.) redeunt in bas intef quanlitatea ^ et y, inter quas praeterea 
loeum habet aequatio f{x, y) =s 0, • 



S. C. 6» /• Jacobi, dB mMu puncti srngutaris. 17 

Hae autem aequatiooes ipsae sunt aeqnationes differeqtialea dyoanucae pro 
motu poncü in corva caJDs aequatio est f{x, y) ss, ()^ si qoidem vires solli- 

citantes, Coordinatis xety parallelae, soot Xet FH — ;• Unde Propositio 

haec habetur: 

Propositio L 

yyPanetum, quod in data soperficie revolutione genita moveri debet, vi 
solKciletur in piano Meridian! directa et a sola positione puncti in ipso 
IMeridiano pendente: revocari potest motus propositus ad motum puncti 
in curva meridianai accedente ad vim sollicitantem alia quae axi per- 
pendicularis et cubo distantiae puncti ab axe inverse proportionalis est** 

Sequitur e (4,) 

unde si aequationis Meridiani ope exprimimos w, JS^ Y per unicam y atque 
designamus per w velocitatem puncti in Meridiane, integrando habetur: 

unde designante c elementum curvae nieridlanae, 

Ponendo ussycos^, ^ssysin^^, fit ^.d^ — ^dvz=yyd\l/j unde e (3.) 
sequitur 

Ad — fü^ — ^J^ 

quod soppeditat anguli 4^ expressionem, 






^^ivt^7?+')'^-rJ 



äy / yyi 

Motum propositum componi videmus e motu puncti in Meridiane et motu 
rotatorio plani Meridiani circa axem superficiei. Data aequatione Meridiani 
per unam y (distantiam puncti ab axe) deterroinatur Coordinata x ideoque 
positio puncti in Meridiane; deinde aolis Quadraturis obtinetor et augulns 
%// quem planum Meridiani format cum piano fixe, per axem superficiei ducto, 

ereilest Journal f. d. M. Bd. XXIV. Hft 1. 3 
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et tempos t Si velocitas initialis io piano Meridiani dirigitur, fit i/=0, 
^ = 0. ideoque nullus plaoe datur plani Meridiani molus rotatorius eive 
quod idem est, punctum in eodem semper Meridiane movetur. 

Formulis antecedentibus etiam uti licet ai superficies proprio motu 
unifbrmi circa axem rotatur. Quippe vi sollicitanti accedit eo casu vis 
centrifuga axi normalis, unde ipsi Y addenda est quantitas c?.y, designante 
c Constantera, ideoque in ipsorum t et \l/ expressionibus quantitati sub ra- 
dicali quadratjco addendus est terminus ^cy-y. 

Si solidam, in cujus superficie punctum movetur, massa constat ho* 
fflogenea, vi altractiva seu Neutoniana seu alia quacunque praedtta, vis qua 
punctum sollicitatur aperte in piano meridiano dirigituFi ejusque et directio 
in piano iiio et intensitas a sola puncti positione in curva meridiana pen- 
det Idem evenit si solidum non est homogeneum sed ejusdem plani Me- 
ridiani puncta di versa gaudent densitate quacunque , oninia autem plana 
Meridiana eadem ratione constituta sunt, ita ut designante / distantiam ele* 
menti massae ab axe, x distantiam ejus a piano fixe ad axem perpendicu- 
lariy densitas elementi solarum x et y functio sit Qua de re bi casus ad 
motum antecedentibus consideratum pertinent sive haec habetur Propositio: 

Propositio IL 

^Si punctum moveri debet in superficie solidi revolutione geniti, cujus 
massa vi quadam attractiva praedita et in pianis meridianis omnibus 
secundnm eandem densitatis legem distributa est, determinatur motus 
puncti solis Quadratoriis, idque sive solidum ipsum quiescat sive motu 
uniform! circa axem rotetur.'' 

Adstruam ipsas formulas pro casu, quo Meridianus est ellipsis, massa 
homogenea atque lex attraclionis Neutoniana. 

Motut puncti in superficie solidi sphaeroidici eliiptici homogenei ▼{ attractira Neutoniana 

praediti. 

Sit aequatio Meridiani, 

TT + ts"-^; 

constat fieri 

X =r f.x, Y = g.y^ 

designantibus f et g quantitates constantes determinatas per attractiones hf^ 
ag, quae in polo et in aequatore locum habent. Hinc eruitur 
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f[Xdx + Ydy] = ilfxx +Sfyy] + Const. = ihyy+ß, 

posito A = ^^^~ — t- et designaote 3 Constantem Arbitrariam. Porro po- 
nendo 

aa — bb 

er eBm 

aa 

fit elementum ellipsis, 

linde e formulis (5.) et (6.) obtinemus, designantibus r et 7 novas Con- 
stantes Arbitrarias, 

}^(aa—eeyy)dy 



'^-M 



liyy+2ß-^]Viaa^yy)* 



_ g^ r* V(aa—eeyy)dy 

JyyV(aa-yy)}/(hyy^2ß~y 



yy 

Jyy V(.aa -yy)\\hyy\'2ß- 

sive posito yy = ti, 

^ , . f V(aa—eeu)du 

'"^^ ~" Vy[(aa— «)(Am»+2/J« — aa)]» 

. j^ . /*_ V(aa — «eu)du 

'^'"ry "" *Vtt/((afl — «)(A«»+2/ff« — aa)J' 

quae sunt integralia elliptica. Si solidum ipsum mota gyratorio uniformi 
circa ipsius axem gaudet, Formulae antecedentibas aliam non subeunt mu* 
tationem nisi quod data quantitas constana h alium valorem indoat. 

Exeroplum aliud habetur, si sola In punctum agit gravitas simulque 
axis superficiei est verticalis. Eo casu ex antecedentibus haec fluit Pro« 

positio. 

Propositio IIL 
,,Si grave moveri debet in superficie revolutione circa axem verti- 
calem genita determinatur rootus solis Quadraturis.** 

Pro eo motu fit FsO, X=zff, designante ^ gravitatem, unde e 
formulis (5.) et (6.) designantibus 3» 7» ^ Constantes Arbitrarias, obtinetur, 

quibus in formulis si ope aequationis curvae Meridian! y per x expressa da- 
tur, substituendum est ^^=ri^*H\^) J^^* 

3* 



%0 t* C0 G0 J0 JaeßM, ie m^iu puneii ringmlaris* 



1H iN-iMhiti tiflipliat oicUUtiMibttf conkb. 

Ad mMum Ml«eeden(ein pertmet »ImplioB peadali otcflUitio io aphaaia 
ilvi» impruprie coidca dictt« 

Üit enim I longitado peodiüi, ^ »ngnhifl qoeoi planom verticale per 
prndü|iim ducUin cum piano yertioali fixo formaty erit^ 

y « /(//-a^x), dir « 7(][y~jjf 
iiüda evftdunl formulM (T.), 



8. 



/ + r er — (/y((i^^ + /5,^J/_^)_aaJ» 



4^ + y " ~*{/(7Z^rxa:;/[(2jji+/?)^i/-a-xJ-a«]- 

Quod cum formuli« notiv convenil. VideM aulein quanta gaudeaat generali- 
Ute fontiulae propoaitae (6.) el (G«), e quibris antecedentes (8.) deductae 
auni, cum per illaa formulaj el < et \// tolis Quadraturia obtineantar eliamti 
aphaorae «ub»filuis auperfioiem quamcunque revolotiooe geoitam, gravitati 
aulem vim in piano meridiarri direcCam qnae ^ocungue modo a Coordinatia 
» tt y pendet* 

Dt motu puiictl vertu centrum Axani gtaeraKori quadtm qatm Neuronitnt lege 

tttmori. 

Conatat motum puncti veraua oentruro fixum attracti revocari posse 
ad Quadraluraa, ai attraeHo est fnneHo quaeconque distantiae. O^ed airnm 
non eM qnla eo oatii adhuc utmmque valet iirincipinm couservadonis area- 
rum et virium viverum. Aniitiadverti naper aliaai attrartioois legem et ipaara 
gt^neraliorem qaam Neutoniauauii pro qua aemper vaiente prmcipio arearnm^ 
quouiam attractio vertaa oentrum fixum dirigit^r, alterum priocipium virium 
vivarum non loeum habet, et nihilo tarnen minus motna solis Quadraturia de* 
Snitur» Qua de re etiam fieri debet, ut aequationes diflerenlialea pro motu 
pUnetae oirea aoleei propositae integrari queaat abaque adjumento principii 
\irium vivarum. Quae iategratio cum propter egregiaia auapKdCat&m atqoe 
dff^eium omaia radicis qoadraCicae adnotatu digna videatur» pauda eam ex- 
nonaii antequam ad gmeraliorf« motum aixNftdam. 



2. C. 6« /• Jaeoiiß de motu puncti singulariss f | 

Aequationes difTerentialet pro motu planetae circa aoiem propositae nova meHiodo 

integrantur. 

Proponantur aeqoiitiones differentiales quae pro motu planctae circa 
solem habentnr, 

*• dt^ '^ dt ~ r* > dl^ ^ dt ^ r» ^ 
in qoibua est k^ intensitaa attracUoois pro cmitate diatantiae» atque ^(xx -|- yy) 
distantia planetae a sole. E (1.) fit: 

^ d*y rf*x ^ 

unde integrando fit, 

übt xss r 009^9 y=: rshiip, et a Cooataiia Arbitraria. Dividendo aequa- 
tiones (1.) per <2.) sequitur, 

-5 ÄS C08(p. -r^ SS Sin©, 

d^ a ^^ dtp a ^' 

unde integrando obtiaetur, designantibua ß et 7 Constantes Arbitrarias, 
sive divideado rarsos per (2.): 

Ex bis formoKa dedacitur, 

xdy — yds = rrd^ =s — I — + 7C09^~ß8in(p]if<p^ 
onde 



i# «0 1 



1-f.j^ C0S9 jY *•"* 



» 



quae est sectionia conicae aequatio relata ad Coordinatas polares quarum 
iuitiam in foco. Expressa r per (P, e (2.) invenitur tempus per formulam 
nobia welhodia mtegrabilem, 

ubi r oova Coostana Arbitraria. 
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Motus puncti versus centruni fixuni attracti si intensitas attractionit exprimitur Coordinataruin 

functione quacunqoe homogenea ( — 2)^ ordinis. 

Si methodum autecedentibus usurpatam acurate examinamua, videmus 
ejus successum eo tantum pendere quod vis attractiva sit functio Coordina- 
tarum homogenea ( — 2)^' ordinis. Quod locum habet si intensitas vis attracti- 
vae quadrato distantiae inverse proportionalis est, aicuti Neutoniana, insuper 
autem ab angulis pendet quos radius vector format cum rectis quibuscunqne 
in spatio fixis. Et hie motus fieri debet in piano per eentrum iixum et di- 
rectionem velocitatis initiahs dueto, unde rursus ponamus licet, tertia Coor- 
dinata evanesceute, xz=zrcos(f>^ ysrsiniP; ipsa attractio autem formnia 

exhibetur, 

-* 

rr ' 

designante O solius (p functionem^ quae pro casu naturae constans fit. 
Aequationes differentiales integrandae fiunt, 

di r* ^ dt r* 

Per principium areae habetur, 

2. rrdd) = cidt, 

designante aConstantem Arbitrariam; unde dividendo (1.) per (2.) obtinetur: 

adx' s= — <E>co8(pi^, ady' = — <]>sin(P^(p. 
Hinc integrando et designando per ß et y novas Constantes Arbitrarias 
sequitur, 

aar' = ---/*cos(P rf^ + ß, a/ = — /<&sui(prf(p + 7, 

vel e (2.): 

a^dx = — rrrf(pf /<I>cos?)i/(p + ßl, 

a^dy = — rrrf^f /C)sin(prf<P+7l. 

Hinc, cum ait xdy — ydx sssrrd(()^ sequitur aequatio orbitae ad Coordi- 
natas polares relatae, 



a» 



Hac formnia m exprimitur r per (f)j habetur tempus formula, 

t + r = —frrd(^^ 
4lesignante r Constantem Arbitrariam. 
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De motu puncti super data curva et in rocdio resistente. 

Supra demonstratum est motum puncti super data curva semper 
Quadraturis determinari, siquidem vires punctum sollicitantes neque a tem- 
pore neque a velodtate puncti directe pendeant sed solarum Coordinatarum 
functiones sint. Quae Propositio ita amplificare potest ut motus puncti 
super data curva definiatur Quadraturis stiam si viribus soUicitantibus, 
quae Coordinatarum puncti functiones quaecunque sunt, addatur vis re- 
sistentiae msdii, functioni linear i quadraii velocilatis aequaHst vei etiam 
expressa formuta exponentiali , a^be*""", idque sive medium uniforme sit 
sive eius densitas quacunque lege variatur. 

Sit enim \a(vv^h) resistentia inedii, designanlibus a ttb Constan- 

tes, atque sit r vis taogentialis a reliquis viribus soUicitantibus oriunda. 

Cum vires datae curvae normales omnes destruantur nee nisi vires tangen* 

tiales remaneant, erit 

dv = [— ia(rt; + *) + T]J^ 

sive, 

1. 2vdvi-avvds SS (2r — ab)ds. 

Unde multiplicando per e" et integrando obtinetur, 

2. e'^.vv = 2^"Trf«— »^*+a, 

designante a Constantem Arbitrariam. Cum data sit curva super qua punctum 
movetur atque vis soUicitans solarum puncti Coordinatarum functio sit, ex- 
primi poterit vis tangentialis r per Arcum s, quo facto formula antecedens 

tantum Quadraturam poscit. Altera Quadratura ex aequatione, dtz=: ~, 
obtinetur relatio inter tempus et arcum, 

ds 



3. «+r = 



n ds 

J j/he-^./e^tds+ar-'^^b] ^ 



designante r Constantem Arbitrariam. 

Reductio ad Quadraturas succedit etiam si in formula legem resisten« 
tiae exprimente quantitates a et b non sunt Constantes sed quaecunque Co- 
ordinatarum functiones, quemadmodum inter alia fit, si medii densitas varia- 
bilis est. Aequatio (1*) enim per notas methodos integratur, designantibus 
a, h, T quascunque ipsias s functiones. 
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\ 



Sit jam resistentia medio data per formolam, 

a + b^i 



erit 



ideoquef 



aive 



Ponahir 



dp ^ [-.a— *#^''+T]rf/, 



e'^ = IT, 



aequitur ex aequatione antecedente, 

dw'{'2e(r — a)wd8 ss 2chds. 
Unde posito 



4. 2cßr--ä)ds = Ä, 
^tr s= 2cjbe^ds, 



fiequihir 

ideoque 

5. IT =r ^-^•"' =s Ice^fbe^ds. 

Hac formala ai determinatiir Dj invenitur / per fornulam, 

J V 

Cum data sit curva soper qaa punctum moveri debet, invenitur S per uni- 
Gam Quadraturam. lu formulis antecedeutibns ipsa quidem c eciae debet 
Constana, aed quanlitates a ^X h aive Consfantea esse possunt sive Coor- 
diuatarum puneti fuuctiones quaecunque. Unde formulae praecedencea etiam 
ad rootum in medio non unifarmi valent. 

Motus peiiduli in medio resistente «i quidem vis resistentiae proporticmalis est quadrato 

velocitatis plus constanti. 

Ut habeatur exemplum, consideremus motum penduli in medio re- 
>i.v(eiite. Curva auper qua punctum moveri debet erit circulva verticalia, vis 
sollicitans gravilas; ponamus porro medii resistentiam ^«(ct'-l'^)^ de- 
aignaulibua a ti h Constantes. Sit / longitudo penduli, ^ angulua penduli 
cum verticaliy g gravUas« erit 

Hinc fit, 



i 






unde 



1 
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Qaibas io formals (3.) substitutis obtiDetar, 

Idtp 



6. / + T=a/^ 



abi a et r saot Constantes Arbitrariae. Quae nota est formula. 

Si punctum liberum nulla vi sollicitatur praeter tangentialem, qualis 
est vis resistentiae medii, motos secandum lineam rectam fit. Sit f(v) vis 
resisteotiae, erit 

do = — f(v)dfi ideoque vdo ss — f(v)d»y 
unde sequitur, designantibus a et ß Constantes Arbitrarias, 

Si puDctum, nulla vi fioUicitatum praeter resistentiam medil, in data iiuea 
aut superficie moveri debet, eaedem valebunt aequationes (4.) iuter arcum, 
velocitatem et lenipas. Posteriore casa fit niotus in linea superficiei bre- 
vissima, prorsus ac si punctum nuilis oinuiuo viribus sollicitatur; quippe re- 
sistentia nonnisi motus velocitatem mutat 

8. 7. 

De curva ballisiica. i 

• 

Summus Geometra Johannen BemoulU in Actia Lipsiensibus ai a. 
17i9 motum puncti gravis in medio uniformi resistente ad Quadraturas re- 
vocavit, quoties resisteutia cuicunqtte veloütatis potestati proportioualis est. ^) 
Provocatus enim ut motum pro resistentia quadrato velocitatis proportional! 
coustrueret, statim generaliorem quaestionem solvit IIL Legendre Ballisti- 
cam docttit ad Quadraturas revocari, si resistentia proportioualis est' quadratp 
velocitatis plus Constanti.^) Cum neque haec neque illa quaestio in trac- 
tatibus mechanicis inveniatur, paucis examinabo Ballisticam si resistentia me- 
dii est proportionalis cuicunque velocitatis potentiae plus Constanti/ Quae 
suppositio utramque questionem illam amplectitur. 

^) Ipsa qua usus est Analysis legitur in Actis Lips. ad a. 17S1. 
«*) Legendre aur la quesüea de Balistique Beri. 178f» pag. 60. 

Crelle's Joarnal t d. M. Bd. XXIV. Beft 1. 4 
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Sit resistentia a-fftr", desigoantibos a et b Couslantesj fiaat aequa- 
tiones dynamicae, 

d*y dy' . , .->>'' 

E quibas sequilur, 

unde ponendo or'srcosi], y'ssrsini], fit, 

r(fl + 6r")rfi] = gdx' s= ^[cosi)i/t7 — rsioi) Ji]], 
sive 

Ponamos partem laevam aeqaationis aDtecedentis per idoDeom facto- 
rem maltiplicatam evadere aeqaalem differentiali, d.Mvr*j erit 

dM ^__ w(a+jf 8in 17) 1/17 

M geosij ' 

unde « 

na 

1. Jf = caflri|"*.taDg(45*+ii|)^, 

atqae ipse Haltiplicator evadit, 

nM 

gcosii' 
Hinc nancisciniiir Integrale 

gj GO817 

Qaae valet formola, si & est quaecnnqne ipsias 9) funetio; valeret 

etiam si insuper n ipsius r\ fanctio supponitur, dummodo in expressione (I.) 

aheram ipsios ilf factorem motas. 

Ponator 

r = taDg(45*) + li,), 
unde 

2r . rr — 1 d% dr 

Hinc ponendo 

— = c, 
eruitor 

Unde 

4. 2'*ilf r- = — ?L*y>(--i) (t + r r)» -^ , 

quae formula finita eradit qaoties n est numems positivus integer. Prae 
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u 



ceteris evadit sioiplex ipsius v expressio per r, si soppooitar, 

g n ' • , 

tom eiiim e formala antecedente fit, 

designante a Constantem Arbitrariam. 

Determinata v per* r, formulae generale» dabant ipsanim x^ y, t ex- 
pressiooes per eaadem quantitatem solaram Quadraturarum ope. Designante |k 
enini W resistentiain , habeiitur aequatiooes, 

W ^ V^' 'dt — ^^ !fy 

uiide 

Wix'dy'^r'dx") =5 gvdx', 

sive 

6. V fVdfi ssi gdx'. 

Ex bis formnlis sequitor 

.- ^_^ vrfjr' vdfj ^^^ vdr 

6. ldx= x'dt = ~?^^ = ^5^,, 

Sabstilaendo in bis formulis generalibns expresrionem yelocilatis v per i\ 
vel r et integrando, ipsaram /^ x^ y valores prodeont Si in formulis (3.) 
et (4.) ponitar as=i^s=0, ii = 2, formulae valgo traditae obtioentur. 

Rednetio ad Quadraturas succedit etiani si resistentia exprimitor for- 
mala, a-^^hXogv. Qaam ulterins non persequor bypotbesiu cnm a natura 
abborreat et formulis antecedentibus subsommatur scrtbendo ipsanim a et 6 

ioco a et — ac deinde ponendo iissO. 

Veterea autores ot approximationes obtinerent, praeeunte VleuUmo 
Constantis b Ioco functiones ipsius i] ponebant non mnltum Variante« et pro 
ipsis V, X, y, t faciles Quadraturas suppeditantes. Cujus rei exempla varia 
in Commentatione ilL Legendre videas; sed ejusmodi approximationnm me- 
tbodi nimis vagae videntur. 

Reg. d. 27 !tf artis 1842. 



4* 
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3. 

Demonstratio Nova Theorematis Abeliani« 



(Aoct. C. G. J. 



, pffo£ fluUh. ord. RcgioM.) 



1. 



^ Je ropMaofor infer n rariabiles \i , X^ , . • • • X. alqoe variabileB / aeqv a- 
tiooM differeotiales primi ordiour^ 

7(7öü)) "^ vö^ö;)) ••*•"*' /(/(A-)) "" ' 



1. 



/(/(ii)) ■*■ »^(fa.)) ••••'*' /(/a.)) ■" * 



A^ <fA| I A^ </A^ I A« dXu ^_ |v 

A| dX^ I 1^ dX ^ I AÜ" rfA, ^_^ ^. 

U(/a,))"*"7(7är))***''^?Q^(Ä;ö) "■ ' 



Pooend* 



iVi = (\4 

ttbi factor evauesceiui (\i- 
qDOOtiir hae: 



Aa) omittendos est, ex aeqoationibus (1.) se- 



di 



TT, 



~dt — iV, » 



• • • • 



rfA. 



= ^'- 



Sobstituendo enim (S.) aequationibus (1.) satisfieri per fonnalas ootas alge- 
braica* conalat Formularum (1.) aponte habentar Integralia transcendentia ; 
earandem ot inveniauiur Integralia algebraica, antemiUam Lemma e theoria 
fractioBum aimpliciam petitom. 

2. 

Dedit olim ill. Lagrange in Actis Aead. Berol. a. 1798 bujnamodi 
formnlaa pro discerplione fractionis in simplicea, qoae motationem non sab- 
eant, si plnres deuominatoris factores inter se aeqnales existunt. Quas for- 
mulaa cam ill. autor aine demonstralione proposuisset, addita demoustratione 
tractavi in Commentatione ^^ Disqnisitiones Analyticae de fractionibus simpli- 



% 



m 



V 
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cibus"" (Berol. 1885 ap. Herbig). Bevocavi eo loco Propositiouem La- 
grangianam ad baue: 

Fr actione ^^^j^, cujus denominator (P{x) faciorem x — a continet, in 

firactiones shnpßces resolula, eam fractionum simplicium partefn^ quae 

ex illo factore ortum ducit, quotiescunque cum contineat denominatur 

... 1 
^{x), aequari Coe^fficienti termini jr in evolutione expressionh 

V^(x+h) 

secundum ascendentes quantitatis h potestates facta. 

DemoDstrationem simplicem hujus PropositioDUi videas in Conim. cit. %. 10. 
Eandem Propositionem etiani sie exbibui (I.e. $.7.) 9 

Si summa fuctoris x — a potestas per quam denanUnatar (P{x) dividi 

potest est {x — a)*"« atque ponitur 

Aggregatum fractionum simpUdum, quarum denominatores fiunt efus 
factoris potestates, aequatur quantitati 

1 X — cc 

1.2....(m— 1)* öa"«-» * 
Sit 4'(}0 fiiQcUp ipsios K integrs ralionalia ac pcpponatar fraclio 

[a-A,)(X-A,) (A-An)]«' 

in fractiones simplices resolvenda. SecnDdam PropositioDem autecedeoteni 
fit Aggregatom fractionum simpliciom e factore K — Ki provenieotiam, 



g^-i /y(Ai) 1 \ 



t.2....(i»— !)• Qjr 

• * 

Unde totam systema fractioDum simpliciam, in quas fractio proposita resol- 
vitar, aequator Aggregato, 

1.2. ...(m-1) ^ ä^m ', 

sammatione extensa ad indicis k valores 1 , 3 , . . . . it. Facta evolutioue 
secoudum potestates ipsius K deseeodentesi obtiaemus baue Propositionem : 



ä 
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titatis K deseendentes , Coe/ficientem termini — aequari quanlUati, 

1 ^ * ^r 



2 



1.2....(m-l) ö;i« 

Haec Propositio valet etiam si nominatoris \l/(x) grados gradum deuomina- 
toris mn superat; eo eDim casu fractiouibas sioiplicibus accedit functio io- 
tegra rationalis qai est divisionis Quotiens; e functionis integrae rationalis 

evolutione autem potestates negativae — provenire nequeunt, ande formula 

antecedens non motatur. Si deuominatoris gradus nameratoris gradam su- 

11 1 

perat i uoitatibus, evolatio proposita lenninis -r-, y^, •••• -j::r caret. Eo 

A A X 

igitar casu qoantitates, 

2 * 



pro ipvius j9 valoribas 1, 2, .... t— ^1 evanescant Ad sequeotia tantom 
egemus formula in qua t=s2, p=s i, m ss.'2. Quam suppedilat sequens 

Lemma. 
Sit v^(\) funetiö quanUtaüa K itUegra raüonatis (211—2)'' grodus, erit 

2-^ = 0. 

Hoc Lemmate eomprobato ad propositam redeo. 

3. 

Sit m — \ factor fuoctiouis /(A.) quicuDqoe, onde posilo, 

fit 4>{JS.) Tuoctio rationaliii integra (2n — 2)" gradus. Sit br. c, 
erit secuiidum formulas (2.) % 1., 



^ 

« 
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Unde rorsDS diflereotiaudo et substUaendo valores qaantUatum K\y h!i etc. 
e $. 1. petitos obtinetur, 



d. 



K 



1. 






d. 



■dX. 



N. 



. 4. VC^iK)')VC^ih)^ (m-A,.)a-^ . 



sommatiODis signo pertinente ad indicis superscripti valores 1 , 2, .... n 
omnes praeter tssA^ Fit aatem 

1 

__ __ .. T __ 1 1 






JV. 



d. 



JV. 



dX, 



ex, 



iL 



h-^i'J^k' 



Uode e (1.) fit advocato Lemmate demonstrato, 



AI 



tn — Xi 






/(va,))/(y(At) 



Summa duplex in formala praecedeute pertioet ad omnes valores, 1, 3, .... » 
quos uterque iudex i et k indoere potest, exclusis yaloribas aequalibas 
f =s k 8i quantUati sub signo duplici summationis coUocalae additar altera 
e comoiotatione indicani i et Ar proveniens, suffloiatio tantum extendi debet 
ad combinatiooes diversas iudicum 1, 2j .... n, ita ut e positionibas t = a, 
ksszß et tsß, A:=5a, altera (antum eligenda sit Qaod si de sumnia du- 

puci statttioiQs atque observamus fien , -j—j "T" i^x ^^ *' expressio ante- 
cedens in hanc abit, 






x*x* 



Vim-Xj) dt ^ -^ -* V(« - Aj) i{m, - A») JV. JVj ~ "^ "^ (m - A.) (m - A^y 

** *lfi»-A, + m-A, ••••+ «»_Üa„ J 



Fit autem;» 



*l(m~A7)J ^ (m-A,)» ' * ' * + (m-Ä.)«l * 



(f. 



a; 



^ ■"•(«»- AjJ 



•(» 



("»-M _ » f a;- , A;Ai 1 



*. e, e, i, ime*H, 



i m m fer ti u^logy, etil 



unde aeqoatio (3>) per 2 divisa, in baoc abit 

Oua fcffiBubi iot^grato et sobatitotis valoribos, \1=^ — w^^ obtioetiir 



CoDst. 



ilaec formula coüniiinii Integrale algebraicum aequationam 
propoMitaruro ex eoque obünentur 2n — 1 lotegralia algebraica, pro siiigiiljfi 
fuiiclioiiiN f{K) factoribtuf linearibus m — K Saflicit autem uumeros n — 1 
all relatiotieif algebraicaa inter n variabiles Ki^ Kij .... 7^ condeudad. Noa 
immorabor hie formqlae 

A (beoremate Abeliano dedacendae. Quas res apud cl. Bichelot videas iil 
egregia Commetilalione qua Lagrangianam integratioois metbodum pro n = 2 
0)Lbibilani aroplificalum it ejusque methodi Adiuineoto dao Integralia alge- 
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braica pro ipsios n valore qoocaoque, immo pro forma foDctioob /(K) geoe« 
raliore eruit« Et forte meihodam quoqae autecedentibas m ne usurpatom qw 
concta lotegralia algebraica obtioentar^ pro amplificatiooe netbodi hagran» 
gianae babere placet. 

Si jpsi fXK) formam tribuia fuQctiooia rationalis iotegrae 2i»^ ordiniai 

per aobstilQtioQem obvjam K == '^T^^ » problema ad eom caaaui revocas 

quo f(K) tanlum (2ft — 1)*^ ordinis est. Ulo caau geueraliore uoa aaiptioa 
evanesctt aommai 

aed ea auoima com aecoiiduiii ea qoae S*8. demoos(ravi| aequet Coßffioleo« 
(em tenaioi -j- ia evolotiooe qoantitatis, 

^ !K^) 

[(i-A,)a-A.)....a-A.)]»' 

«equalia evadit Constauti -^c, bI quidem cK^ est altiaaimiui foiictioiiia fXK) 
terminos» Hioc aeqoatio autecedeotibas ioveota, 

is baiio omtari debet» 

Qttda fleqoftiif aeqoatio haec, 

dv 

qaaa maltiplicata per 2-^ et iotegrata auggerit, 

deaignante a Coostantem Arbitrariam. lo qua formola m aubstitoontur quan- 
titatum X ^ ^ valorea (4.) et (6.), proveuiunt Integralia algebraica foi^* 
mae fauctioois f{K) generaliori reapoodeotia. 

4. 

Coroaidis instar boo addo. Qmeunque sii fkncüonis f{K) gradus 
si desigoanta m — K factorem eiaa qoemcanqaa Yooamns (m), Co^fficientem 

CfeU«*t loofMl & a. M. Bd. XXIV, HM I. 6 
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termioi y in evolatiooe quantitatis, 



fa) 

m — X 



äuggerit Analjsifl antecedeolibiis adbibita formalam, 

Unde maltiplicatione per y facta prodit, 

^ + iy(m)=0. 
SU Yi altera fuoctio, ipsias fO<) factori ntf—K respondens, ita nt babeator, 

yi = •'[(«1— ^i)(»»i— M .... (»»1— M] » 

erit, 
oode 

Com att ^-i^" (^J^AHr;-A) > •«^"•*»*' <«.)-(«») Coöfficien- 
tem termini -r- in evolutioae quaotitatis, 

m 



(m — A)(m| — A) 



[(A-AJ(i-Ai)...-(i-Ai.)]» * 

maKiplicatam per m — OTi» Quem CoSfficieoteBi designo per (m^inOy ande fit^ 
ande integratione facta, 

Qaae docet formnlay integrale fy yi (^> ^i) ät vatorem obünere algebnA^ 
cum. Sit ex. gr. fnnctio /*(Ä.) gradas (2ii-|-l)^ eioaqne summns termino» 
e}^\ erit (m^ mi) s e ideoqae rabstitoendo formnlam 6. %. pr. eruitnr. 
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Si m s= IUI atqae 

/(A^)) = («-Mir(F(\)), 

aeqpatio aotecedens in hanc abit^ 

8. ^f(P^ — 7Ci)(«»— M • . • . («I — K^ät =5 

Conveuit ut in genere novo formolarom exemplom addere. Sit qnod 

est MmpIiciMimoni, 

fCK) = n^% 

nnde 

w==0, «=1, F(\)=~/-(K'), 

enmt aeqaationes differentiales propositae. 



e qnibns secundum (8.) fieri debe<9 
Aeqoadones differentiales propositae saggeroDt, 



1 

desigoante a Constantem Arbitrariam ; nnde ponendo i.^ ^ > ^ « fit, 
Fit antem /Xi + /X» = — i^O^tK)*, nnde 



i.A, 2^ —3 



/' 21 X 

Begiom. d. 5 Maü 184». 
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4. 

lieber die Construction der Oberflächen zweiter Ord- 
nung, von welchen beliebige neunPuncte gegeben sind. 

(Vom Hrn. Dn HeasCß Privatdocenteo an der Vniverait&l ra KSmgßberg.') 



i. 

hdB ist> eioe för die Theorie der Oberfläcbeo zweiter Ordoaog wichtige ond 
von den Geometern oftmals zur Lösang empfohlene Aufgabe: 

,9 Mit Hölfe von 9 beliebigen Puncten einer Oberfläche zweiter Ord- 
9t nnog eineo beliebigen zehnten derselben Oberfläche «vf lineSre Weise 
9,za eonstruiren." 
Soviel ich weifs, ist bis jetzt keine Auflösung der vorilegenden Angabe 
veröffentlicht worden. In den folgenden Paragraphen werde ich eine in 
ihren Prinzipien einfache, wenn gleich in der Ausführung weitläufUge Auf-» 
lösung jener Aufgabe auseinandersetzen« 

Diese Auflösung beruht auf der Anwendung fotgeqdes Lehrsatzes; 
99 Die Polar -Bbenen eines beliebigen Punctes P in einem Systeme 
99 Oberflächen 9 welche durch sieben gegebene Puncto hindurel^eheu, 
99 schneiden sich in einem und demselben Puncto Q* 
Um diesen Lehrsatz (den ich irgendwo gelesen zu haben mich erinnere9 
und der aucb aus dem unten ^) angegebenen, von LamS aufgestellten Satze 
leicht sich ableiten l&btj zu beweisen 9 nehmen wir an, U, V^ W seien 
beliebige homogene Functionen des zweiten Grades zwischen den Varia- 
. beln X, y, z, p. Wir bezeichnen die Ausdröcke 



^ Wem man den Pouct P in die Unendlichkeit fUIen labt, so eriiUt man den 
Satz: 

99 Die paralleFen Diameter conjagirien Dftmetral« Ebenen in einem System Oberittchen 
9, aweiter Ordnung, welche durch 7 gegebene Poncle hiodorcbgeheD, oder, was 
99 dasselbe ist, welche alte dieselben Sdiniti puncto haben, trefibn in einem und dem» 
„selben Puncto suMmmen." 

Diesen Sata stellt Lauhi in seinem Werke auf: Examm des differentes methodee 

empUyden peur reeoudre lei prMeme$ de Geometrie p^ 87* 
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respecüve dorcb üi, V^, Wx. Niomt man odo die Gröfseir — » — 9 -^ 

für die Coordinateo eines beliebigen Pnnctee im Räume, sa stellen die Glei- 
chnngen ITssO, FsO, IF=sO drei beliebige Oberflacben i^weiter Ord» 
nung dar end die Gleicbong 

in welcber die Coefficienten x, Ä.^ fi willkarfieb sind, stellt jede beliebige 
Oberfläche zweiter Ordnung dar, welcbe durch die gemeinsamen Schnitt- 
puncte der drei erwähnten Oberflächen hindnrci^ht. Wir können also 
tfagen, dafs die letzte Gleichung das System Oberflächen repräsentire^ 
welches durch die gemeinsamen Schnittpuncte der drei Oberflächen sieb 
legen läfst. Die Anzahl der erwähnten gemeinsamen Scbnittpuncte ist & 
Allein da jede Oberfläche zweiter Ordnung, die durdi 7 gegebene Puncte hin«* 
durchgeht, noch einen durch die 7 bestimmten achten Puuct trifll ^y. da ferner 
j 5de beliebigen 7 Puncte als Scbnittpuncte von drei bestimmten Oberflächen 
zweiter Ordnung betrachtet werden können, so stellt obige Gleichung, mit 
passend gewählten Functionen U, V, W des zweiten Grades, das ganze 
System Oberflächen zweiter Ordnung dar, welches durch 7 beliebige Punete 

im Räume hindurchgeht. Bezeichnet man nun durch :^ , ^ ^ die Coor» 

Pi Pk P% 

diuaten eines bestimmten Punctes P im Rsrume, so repräsentiren die Glei- 
chungen {7isO, Fi«srO, IFa = die Polar -Ebenen des Punctes P re^ 
spectivefur die Oberflächen 17=0, FsO, W^O und die Gleichung 

repräsentirt das ganze System Polar -Ebenen des Punctes P in dem Systeme 
Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch die 7 erwähnten Puncte hin» 
durchgehen. Da aber die letzte Gleichung für den Schnittpunct Q der Polar* 
Ebenen {TiesO, Fi = 0, fFiCsO erflUk wird, so geht das ganze System 
Polar- Ebenen durch eben diesen Punct hindurch. Die Puncto P und Q 
können wir, mit Herrn Professor Steiner, zugeordnete Pole in Rflcksicht 
auf jede Oberfläche des Systems nennen. Denn jede dieser Oberflächen 
schneidet die Grade PQ in harmonischen Puucten. 



V 



e) Mail vergleiche Crelle'a Journal Bd.ttV &t97,^ Tliaorema& 



88 "t* HeMMe, Construeti&n der Flachm zweiter Orimwif. 

3. 

Es bietet sieb doii zonächst folgende Aufgabe dar. 

Aufgabe. 1. 
,, Weou beliebige 7 Panete des Raumes gegeben sind (welche wir durch 
^1, 3, 3, ...» 7 bezeicbuen wollen), und aufserdeoi ein Punct P: so soll 
^man den harmonischen Pol Q des lelztern construiren, in Rilcksieht 
9, auf das ganze System Oberflächen zweiter Ordnung , welche durch 
^die 7 Puncto hindurchgehen.'' 

Die Auflösung dieser Aufgabe sberfallt 1) in die Construction der Genera- 
tricen von drei Hyperboloiden, welche durch die 7 Puncto geben, 2) in die 
Construction der Polar- Ebenen des PunctesP rucksichtlich dieser Hjper- 
boloideu^ welche Ebenen sich in dem gesuchten Puncto Q schneiden werden. 

1. Es ist leicht zu sehen, dats, wenn man die Puncto 1, 2 und 
3^ 4 durch zwei gerade Linien verbindet und durch die tibrigen Puncto 5^ 
6, 7 die drei Linien zieht, deren jede die beiden ersten schneidet, dafs dann 
diese drei Linien die Generalricen eines Hyperboloids sein werden, welches 
durch die 7 Puncto hindurchgeht. 

Man erhält auf diese Weise noch zwei andere Hyperboloiden, wenn 
man die 4 ersten Puncto mit einander vertauscht und die drei letzten unge- 
ändert läCst. Es lassen sich auf die beschriebene Weise durch Vertauschung 
aller Puncto dreimal die Zahl der Combinationen von 7 Elementen zur drit- 
ten Classe, also 105 Hyperboloiden angeben (wenn nicht einige derselben 
zusammenfallen), welche sämmtlich durch die 7 Puncto hindurchgehen. 

2. Es bleibt nun noch zu zeigen übrig, wie man die Polar-Ebene 
des Punctes P för eins von den 106 Hyperboloiden construiren könne. Zieht 
man zu diesem Zwecke durch den Punct P drei Linien, von welchen jede 
durch zwei Generatricen des in Rede stehenden Hyperboloids hindurchgeht, 
so werden die Schnittpuucte Puncto der Oberfläche sein. Construirt man 
daher auf jeder von diesen Linien den 4ten, dem Puncto P correspondiren- 
den harmonischen Puncto, so liegen die drei construirten Puncte auf der 
Polar -Ebene des Punctes P und die, die drei Puncto verbindende Ebene 
wird die gesuchte Polar- Ebene des Punctes P sein. 

Der gesuchte Punct Q ergiebt sich nun als der Schnittpunct von 
drei solchen Polar- Ebenen des Punctes P, welche sich auf drei 
dene Hyperboloiden des Systems bezieben. 
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4. 

Der vorhergeheode Paragraph enthält die EUemeote zur Lösung der 
folgenden Aufgabe: 

Aufgabe 2. 
^ Die Polar • Eb^ne eines beliebig im Räume angenommenen Punctes P 
^ rficksicbtlich einer Oberfläche zweiter Ordnung zu construireu, welche 
,, durch ii'gend 9 in ihr beliebig gegebene Puncto bestimmt ist*' 
Sondern wir von den gegebenen 9 Puncten 1, 2, 3, •••• 9 die beiden 
letzten ab und construiren zum Puncto P den harmonischen Pol Q in dem 
Systeme Oberflächen, welche durch die Puncto (^ 2, «... 7 hindurchgehen, so 
ist dieser Punct allen Polar- Ebenen des Punctes P in dem Systeme ge- 
meinschaftlich. Da aber unter den verschiedenen Oberflächen des Systems 
sich auch diejenige befindet, welche durch die 9 Puncto bestimmt wird, so 
mufisr der Punct Q rOcksichtlich dieser Oberfläche in der Polar- Ebene des 
Punctes P Uegen. Wir sind also im Stande, indem wir die 9 Puncto mit- 
einander vertauschen, auf die angegebene Weise so vid Puncto Q der ge- 
suchten Polar-Ebene von P zu construiren, als sich 9 EUemeote zur zwei- 
ten Classe combiniren lassen, d. i. 36 Puncte. 

Wenn wir demnach drei von diesen Puncten bestimmen und eine 
Ebene durch dieselbe legen, so mufs dieselbe die gesuchte Polar -EU)ene 
sein, und die übrigen 33 Puncte werden in ihr liegen. 

5. 

Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen ergiebt sich nun die Auf- 
lösung der %. 1. vorgelegten Aufgabe wie folgt. 

Mau nehme im Räume einen Punct P beliebig an, construire die 
Polar -Ebene dieses Punctes röcksichtlich der durch die gegebenen 9 Puncto 
bestimmten Oberfläche 2ter Ordnung, verbinde den Punct P durch ein^ 
gerade Linie mit einem der gegebenen 9 Puncte und bestimme zu letzterem, 
dem Schnittpuncto der Polar- Ebeofe mit der geraden Linie und dem Puncte P, 
den coujugirten harmonischen Punct R: so liegt dieser auf der durch die 
9 Puncte bestimmten Oberfläche zweiter Ordnung. 

Bewegt man endlich den Punct P durch allQ Puncto des Raumes 
oder einer beliebigen Ebene, so beschreibt der entsprechende Punct JR die 
gesuchte Oberfläche zweiter Ordnung. 
Königaberg am 6teu Februar 1849. 
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5. 

lieber das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid« 

CVom HriL Dr. Hesse ^ Privatdoeenteu an der UnivereiUi sa Köoigsbeig.) 



Wf enti drei gerade^ im Raum wilikifirlidi liegende Linieu a, b, c von drei 
andern. o^ ^^ c* geschnitten werden, so kann man die Linien aa', hVf 
ec' ats die gegenüberliegenden Seiten eines Sechsecks betrachten, dessen 
aufeinanderfolgende Seiten a&, ha', eh* sind. Die gegenüberliegenden Ecken 
dieses Sechsecks bezeichnen wir durch AA'f BB', CC\ in der Art, dafs die 
Linien ch', a&, ha\ hcf, ca', ah' respective in A, B, Cs A', B\ G zu<» 
sammenlaufen. Alsdann bemerkt man leicht, da(s die dr«i durch die gegen« 
nberliegenden Seiten des Sechsecks gelegten Bbenen sich gegenseitig in 
den drei Diagonalen AA, BB', CO schneiden. Da aber diese Ebenen 
in einem Puncto p" zusammenstoCsea , so werden sich die genannten Dia» 
goualen in eben demselben Puncto schneiden. 

Auf gleiche Weise schneiden sich die Ebenen der gegonfiberliegenden 
Winkel des Sechsecks in drei geraden Linien, welche in oiner und derselben 
Ebene P" liegen. Denn verlängert, man die gegenuberUegenden Seiten 
des Sechsecks aa', bb', ce', bis sie sich respective in den Puncten A"p 
B", C" schneiden, so werden die Linien ii'' iB^ B"C', O'J^' die Schnitt- 
linien der Ebenen der gegenüberliegenden Winkel CC', AA', BB' sein. 
Da aber diese Fjinien das Dreieck A"B"C'^ bilden, so mässen sie in einer 
und derselben Ebene liegen. 

Durch die 6 Liuien a, b, c, a', V, €f läfst sich ein Hyperboloid le- 
gen, fn ftucksicht auf dieses Hyperboloid sind ABC, A'B'C die Tan- 
girungspuncte der Ebenen, in welchen die durch dieselben Buchstaben be- 
zeichneten Winkel des Sechsecks liegen. Die Ebenen der Winkel A und 
A', welche zugleich die Taugenten * Ebenen des Hyperboloids in den Puncten 
A m\AA' sind, schneiden sieh in der Linie, welche wir durch B^'C^ bezeichnet 
haben. Diese Schnittlinie der Tangenten -Ebenen ist aber die reciproke Po» 
lare der Verbindongsliule der Tangirungspuncte AA'. Auf gleiche Weise 
werden die Linien CA" und A"B" h\s die reciproken Polaren von BB' 
und CC erkannt. Da aber die Linien AA'^ BB', CC sich in einem Puncto 
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p'* sehneidea, M mdsseo ibre reciprokeii Polaren in der Polar- EU>ene dea 
Pnnetes p*' liegen. Es ist mithin die Ebene P'^ die Polar- Ebene von p'\ 
Dieae Bemerkungen laaaen aicby wie folgte zosammenfassen« 

Lehrsatz 1« 

Wenn man anf einem Hyperboloid ein geradliniges Sechseck be- 
schreibt , so schneiden sich die drei Diagonalen, welche die gegenOberlie- 
genden Ecken des Sechsecks paarweise verbinden, in einem und demselben 
Puncto I und die Ebenen der gegenüberliegenden Winkel des Sechsecks 
schneiden sich in drei Linien, welche in der Polar -Ebene des gemeinsamen 
Schnittpunctes der Diagonalen liegen. 

Die hlofse Anschauung der beschriebenen Fignr lehrt, da(s dieselbe 
in allen ihren Theilen yervoUständigt werden kann : 1} wenn die d Linien 
a, h, c und der Pnnct p*' gegeben sind, oder 2) wenn die 3 Linien a, b, 
c und die Ebene P^^ gegeben sind. Die Yervollständigüng der Figur im 
ersten Falle kommt mit der Lösung folgender Aufgabe flbereio« 

Aufgabe 1. 

Wenn drei Generatricen a, b, c eines Hyperboloids und ein beliebi- 
ger Punct p** gegeben sind, die Polar -Ebene dieses Punctes zu construiren» 

Läfst man, um die Polar -Ebene P^^ des gegebenen Puncte^jti^' zu 
bestimmen, eine Ebene durch p^^ und a gehen und verbindet die Schnitt- 
puncte dieser Ebene mit den Linien b und e durch eine Gerade a*, legt 
hierauf eine zweite Ebene durch p'^ und b und verbindet die Schnittpuncte 
dieser Ebene mit a und c durch eine Gerade b\ legt endlich eine Ebene 
durch 7^^' und c und verbindet die Schnittpuncte dieser Ebene mit a und b 
durch eine Gerade c\ so schneiden sich die Linienpaare aa% bb', cc' in 
drei Puncten Jl^', B'', C'^ durch welche die gesuchte Parallel -Ebene hin- 
durchgeht. 

Im zweiten Falle hat man die folgende Aufgabe. 

Aufgabe 8. 

Wenn drei Generatricen a, b, c eines Hyperboloids und eine Ebene 
P^^ gegeben sind, den Pol dieser Ebene zu coustruiren. 

Die 8 Linien a, b, e schneiden die gegebene Ebene P'^ in drei 
Puncten , welche wir durch A'% B'\ C" bezeichnen. Durch diese Puncte 
ziehe man die drei Linien a^ V^ &, von welchen die erste b und e, die 
zweite c und a^ die dritte a und b schneidet. Legt man alsdann 3 Ebenen 

CreUe*8 Joufiial f. d. IL Bd.XXiV. Hft.1. 
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dorcb a(^, hVf ee^, m scboeiden 9&(k dieselben io de« gesndrtett P^ f^' 

der Ebene 1^'.«) 

Die 6 Linien a, h^ e^ a', b', af bilden f Seche^ke r» y<i f^y % tl^ 

%'\ welche wir, indem wir die gegenüberliegenden Ecken einen jeden 

Sechsecks znsammeustellen , durch folgendes Schema ansdrdcken wollen: 
if''....ÄA', BB', CO, K'\...AB, Ä'B\ A'B'\ 

Ä- ....A'A' B'B' Ce% K .... BC, B'V, Ä"CV', 

x'....Ä''Ä B'B C'C, 1C....CÄ, ÜA', CA''. 

Das Sechseck x'* ist dasjenige, welches whr betrachtet haben. Von den 
übrigen Sechsecken gilt ebenfalls der Lehrsatz 1« Bezeichnen wir demnach 
die Scfaniltpnncte der 8 Diagonalen der Sechsecke der Beibe nach durch 
P^^f P» P'f 7'^ 9p 7^ ^^ liegen die drei ersten in einer geraden Linie und 
die drei letzten in einer zweiten geraden Liuie. Denn es liegen die Pnncte 
p'\ p, p', respeqtive aof den Geraden AA', A'A*', A*'A Da diese aber 
ein Dreieck bilden, so wird die Ebene des Dreiecks durch die drei Pnade 
p'*t p9 P' gehen* Eben so lAfst sich nachweisen, dafs die Ebene des Drei- 
ecks B"BB', sowie, da(s die Ebene des Dreiecks CCO durch die ge- 
nannten Puncto geht. Wenn aber mehrere Puncto zugleich In drei Ebe- 
nen liegen, so müssen sicti die Ebenen in einer und derselben Linie schnei- 
den und die Puncto iii dieser Scbnitllinie liegen« 

Auf gleiclie Weise liegen die Puncto y^', q, q* in den drei Ebenen 
ABC, A'B'C, A''B"C", welche sich deshalb in einer und derselben gera- 
den Linie schneiden müssen. 

Den Punct p" haben wir aber als den Pol der Ebene Ä"B^O' er^ 
kannt Eben so werden p und p' die Pole der Ebenen ABC und A'B*0 
sein* Die gemeinsame Schnittlinie q"qq' dieser Ebenen ist mttbin die ro- 
ciproke Polare der geraden Linie p'^pp*^ Dadurch ist folgender Lehrsats 
bewiesen. 

Lehrsatz 8. 

Die Seiten des auf dem Hyperboloid beschriebenen Sechsecks bil- 
den noch 5 andere Sechsecke* Jedem der 6 Sechsecke entspricht ei« 
Puncto in welchem sich die Diagonalen schneiden, welche die gegenüber- 



•««- 



s) Nimmt man die Ebene P'^ in der UnendKchkeit li€|gend an. so wird der Pol 

5^^ som Mitlelpanct des Aj/^perboloiäe, dessen Coostruction tlr, iProf. SleiMer im ttea 
tMde dieses Jounmls igegebeo hat« 
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liegenden Seiten des Sechsecks verbinden. Diese Pancte liefen nnf 8 
geraden Linien, von denen die eine die reciproke Polare der andern ist« 

Wenn man die drei Generatricen a^ b, c sich einer Ebene nnendlich 
nahem lafst, bis sie in dieselbe ihrer ganzen Lange mich d^peinfallen, so 
fiülen auch ^ie dr^i andern Generatricen a^j.b^, c' nnd dg» ganze Hjper^ 
bolold, im Grenzfalle, mit der Ebene zusammen. Die sechs genannten Ge- 
neratricen werden aber Tangenten eines Kegelschnittes, weil die Diagona- 
len der durch sie gebildeten Sechsecke n''\ r, t^ x^^ x, x^ sich respec- 
tive in den Puncten p'', p, p\ q[\ q, q', schneiden. Die beiden geraden 
Linien (p^^pp^) nnd {jq'^qq') werden endlich harmonische Polarcfo 49^ Kregel- 
Schnittes, d« h. solche Linii^n^ welche mit den durch ihrop gesieipsamen 
Schnittpunct gelegten Tangenten des Kegelschnittes vier harmonische Li- 
nien bilden. Demnach können wir zu den Sätzen vpn ßrianchon nnd 
Sldner: „Irgend 6 Tangenten eines Kegelschnittes bestiinmen 60 nm- 
schriebene Sechsecke; in jedem derselben schneiden sich die drei Diagona- 
len, welche die gegenüberliegenden Ecken verbinden, ip einem Puncto 9; 
die 60 Puncto 9> welche den 60 Sechsecken entsprech^q, liegen, zn dreien, 
auf 20 geraden Linien vertheilt,'' noch hinzufOgen, „dab di? 20 geraden 
Linien 10 Paare harmonischer Polaren des Kegelscl^nitts bilden.'" 

Der Lehrsatz S« kann mit andern Worten wie fojgt ausgesprochen 
werden« „Wenn man auf einem Hyperboloid ein Sechseck beschreijbt, so 
schneiden sich die Diagonalen, welche die gegenüberliegenden Ecken ver- 
binden, in einem Puncto^ die Ebenen der ungeraden Winkel des S^^chsecks 
in einem zweiten, und die Ebenev der geraden Winkel in einem dritten 
Puncto« Diese drei Puncto liegen in einer geraden Linie. Ferner schnei« 
den sich die Ebenen zweier gegenOberliegendeu Winkel des Sechsecks 
und die Ebene, welehe durch die Seitep der übrigen Winkel geht, iu einem 
Puncto, welcher auf der reciproken Polare der genannten geraden Linie liegt* 

Königsberg am 8(en Juni 1642. 
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De Aequilibrii formis Eüipsoidicis. 

(Aoctore C. 0. Meyer , munerui SchoL Cand. , vet. Semiii. Phy8.-1laUi. Regioflu •odalL) 



•iani dia notam erat massam fluidam homogeneami forma gaudeotem eor^ 
poria Sphaeroidici revolutlone Ellipsia circa axem minorem geoUi et cnjoa 
elementa lege gravitatia Neulamana mntoo attrahaiitar, iu aeqailibrio per^ 
manere posse, si circa principalem axem minorem certa qoadam celeritate 
uniform! rotetnr« Constabat porro unam eandemqne celeritatem rotatoriam 
reapondere binis Sphaeroidis omnesqae haa celeritates certo limiti inferiorea 
ease debere pro qao utraqoe Sphaeroida inter se aequalia evadat# 

Sed nuper admodom cL Jaeobi docnit eliam Ellipaoidam cum tribua 
axiboa inaeqnaliboa figuram aequilibrii ease posse; axem fillipsoidae mini« 
mum fieri axem rotationis et Ellipsi principali ad banc axem perpendiculari 
pro libitu sumta, tertinm axem et celeritatem rotationis semper reales iove- 
niri* Quod eo majoris momenli videtur inventum quod ea tenus non con- 
stitit an nuOa exstare possit figura aequilibrii quae non sit revolutione ge- 
nita. Quin adeo ill. Legendre rigorose demonstraverat figuram aequilibrii 
nisi valdea a formas spbaerica recedat necessario esne Spbaeroidam revo- 
lutione Ellipsia circa axem ejus minorem genitum. Et saue Jacobianae 
EUipsoidae nti autor adnotavit, unns certe axis a reliqnis ita differt ut El- 
lipsoida a forma Spbaerica valde abborreat. 

Quemadmodum datae velocitati rotatoriae respondent binae Sphae- 
roidae revolutione genitae ita quaeri etiam potest an ex Ellipsoidis illia 
tribus axibus in aequalibus praeditis datae velocitati rotatoriae una tantum 
pluresve respondeant In qua questione nuper minus feliciter versatus est 
ill. Ivory. (V. Phil. Transac. ad a. 1838« P. L) Posito enim 

• ((l+;[i»x»)»+r*x*)* 
nbi )9 > 1 9 putabat vir ill. cum ^j^ tum ^ valorea semper induere ne- 
gativos, quamquam propter factorem 1 — p^x^ in inter valio integrationis a 
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positivo ad negativom trauseontem^ de bao re nooniai post exameo accu» 
ratam judicare debuisset Quin etiam cL Lhuvilh demonatravit, pro iia 
quidem ipsarom p et r valoribua qaonioi in bac quaeatiooe asas esty semper 

^-Y\ ^^ positivam (cf. lAouville Jonroal d* Math. Vol. lY« pg. 169 etc.)u 

linde cL laouville dednxit propositionem^ si detur axia nnninins EUipsoidae 
propositae atque differentia excentrioUatom dnarnm aectionom priocipaliüm 
per axem minimum ductaromi ipsam ßllipsoidam prorana determinatam esse^ 
acilicet aeqaationem transceodenteni^ a qaa determinatio duornm reliquorura 
axium pendet, unica radice gandere reali« Ipsom antem problenia de de- 
terminaudo numero Ellipsoidarutn datae velocitati rotatoriae respondentium 
quuoi chLiouvilte non attigisset, cl. Jacobi idem mihi proposait in cujaa 
aolutione tentanda vires raeas exercerem« Simul eh JacQbi mihi proporait 
problema ipsas biuas aequationes trauscendentaa aioinltaneas, a qnibas tota 
baec quaestio peudet, ope serierum in6uitarani elegantissimarom resolveudi, 
in quas ipse et ill. Abel fauctiones ellipticas evolverunt Hanc resoluliouem 
quae lucnlentam theoriae fuoctionum ellipücaram applicationem praebuit, alio 
loco Iradam* In bac Commentatione solam illam de numero Ellipsoidarnm 
qnaestiouem absolvere atudebot 

S. 2. 

Si fluidum circa axem fixnm uniformi celeritate rotatar, ilL Laffrange 
demonstravit. superficiem fluidi, nt in statu aequilibrii permaneat, satisfacere 
debere aequatioui: 

Qua in aequatione sigoificant x, y, z Coordinatas rectangulares cu- 
juscunque puncli superiiciei, axia z axem rotatiouis, X, Y, Z Componentes 
virium quae punctum {x, y, z) sollicitant secundum directiones axibus Co- 
ordinatarum x, y, z parallelas, v constantem celeritatem angularem. 

In sequentibus quaestionem geiieralem ita restringamus, ut ponaturt 
1« Fluidum esse bomogeneum, 

8. Componentes X^ Y, Z inde provenire, quod Molecula, cujus Coor- 
diuatae x, y, z sunt^ ab omnibus fluidi Moieculis lege gravitatis Neu^ 
toniana attrabantur. 

Quaestione sie circumscripta, ilL Jacobi docuit Ellipsoidam, tribus 
axibus in aequalibus praeditam, formam aequilibrii esse posse. Quod ut 
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probeinus ioqoiramos io illoiii casooiy qoo quantiUtM X, Y, Z ex attn^ 
tione corporis Ellipsoidici oriaotur. 

Ponamus axea Coordinatarom ipaoa eaae axea priiicipal«iBllj(MK>idae; 
Molecula superficial ▼iriboa Xj Y, Z aoIÜcitata Coordiiiataa habeat 3^, » «; 
qaaecanque alia Molecula corporis BUipsoidici habeat Coordinatas x\ y^, a/, 
Massam dm^^qdt^j ^ et dta designantiboa ejua denritatem et volomeu; de- 
nique f designet vim attractivam pro onitati distaotiae et niassae. Hia po* 
sitis, vis qua Molecula (jt, y, z) ad Molecnlam (Xj y, m) trabltor fit, 

brevitatis causa posito: 

u' = /((ar'-a?)^+(y'—r)^ +(«'-*)'), 
ubi radicem quadraticam semper positivam sammas. CooipiNieatea ipsiua JF% 
axibus Coordiuatarum respective parallelae, fiuut 

unde 

lotegratio omnes Moleculas corporis EUlpsoidict amplecti debet 

Designetur per dm elementom superfi(äei spbaericae, cujus centmni 

locuoi {x, y, z) occupat et cujus radius s= 1 $ siut porro ff, A, k augoH 
quos u' cum axibus Coordiuatarum format, fit: 

*t^*—x , y* — y ^^.1, »'— « 

COSy = '——^ COSÄ CS "^z > ^^^ = ~i^» 

et Compoueoles X^ Y^ Z evadunt: 

X — f^*ffß^^9 • ^^'* ^w> 

Y — fq.fffcosh.dvf.d^ay 

Z =r fq.rjTewk.du'.diO. 

Inlegratio ipsius u' respectu ab ii' = usque ad n' = r exieudi debet, ubi 
r est radius vector a puncto superficiei {x, y, x) ad alterum punctum super- 
Gciei duclus, qui cum axibus Coordinatarum angulos ff, h, k format. 






aeqoalio raperficiei EUiptaidioae, designantiboa 24h 2h, 2c axe« ejus prin* 
cipales. Qoae aequatio, rabsütoliooe facta: 

abit in 
poaito 

^f^9% «08** ■ 008»» ^ 

•l?^+^ir- + -;?! — = P^ 

Qt ^ «t T ^t = 7* 

Bjuc ipsioa r floaot doo yalores» quorooi aUer, rss«— -^, limitem aoperio-» 

rem integrationisi alter^ r sss 0, Joferiorem conatitott. Si iotegrafio ipaius ^ 
respeolo toter boa limitea transigitar fit; 

X es — ^f^ijj'^ ^ V ^^'^ 
In expressione anteeedeote integratiODeffl extendere debemoa ad aoperficiem 
bemiaphaerae abaeiaaae per plaram io puncto {x, y, z) Ellipaoidam tangena. 
Elemente aoperficiei biyoa bemiaphaerae dm reapondet in altera bemiapbaera 
alterom elementum in eadem apbaerae diametro poaitom» pro qno omnea 
trea qnantitatea coa^^ coaAi coaA aimul valorea oppoaifaa indonnt Jam 
vero qnnm expreaaio anb aigno integrationia valorem non mutet tribueudo 
ipaia coay, coaA, coaA aimul omnibua valorea oppoaitoa, patet eondem pro* 
dire valorem ai iutegrationem ad to(am auperficiem apbaericam txtendai^ 
diviaione aimul per 2 faeta, aive erit: 

iotegratioDe ad (otam soperficieoi aphaericam cxieosa. . -f^aoUe patel iatefralia, 

«• • • % cosn.coiA ^ coaa.cosft 
per ae evanescere { bini enim valorea expre^aionum — ^ et — ^ » " 

in quibna coa^ idem manet| coaA et cosA autem valorea oppoaitaa indount 
nntoo deatruuntur. Dnde mannt 



^ — fihf/^"- 
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QiiaDtit98 ^ ^ ooA mntatiir ti qaantitatem cob^^ eaah, wnk mi» 

pluresve valores oppoaitos iodoont, onde licet integrale antecedens ad mloa 
positives valores Ipsoram cos^, cos^ cosA: sive ad octantem spbaerae ex- 
tendere, mnltipUcatioue simal per 8 facta« Ponendo igitor cos A = siny . cos 4^ 
et eosA SS sin^tiin^^y nnde 

dm SB ein ff äff d^/^ 
obtinetnr et sabstituendo Ipsins p valorem eriti 

y— P.fbjrAv/'*''/^ eos>jrsiafrfjrf » 

-* ~ — öAg^«^ V J e\b^ew*g+a^Bm^g)eaB^iß^*{c^eoB^g+a^9ia^g)wm*^ » 

nnde integratione secnndom ^ factai 

-^^^^^'^f^V •((6»ess*sf + a»8in»/)(c«0Mr»5f + a*8iü«^))* 
Qoae expressio Substitut ione facta , «ssso^tangV^ et posito 

haec evadit 

In qua expressione ipsis a, b, e, x, y, z rite inter se commutatis, statia 
ernis: 

unde ponendo: 
fit: 

x=^^j, y^^^lb, z^^^^a 

Jam revertamor ad ülam aeq9ationem initio prolatam: 

XBx-\- Fay + Za« + r'(afda?+ydy) es 0, 
quae abit in: 

Aeqaaüone Ellipsoidae, 

*• 5? T TT ^ c» * » 



'■•/ ('+.4)«'' 
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variats fit: 

enjm aeqoationis ope elimioata -^ dar ex aeqoat(l«) obtiiieiiios : 

Coi aeqoatioDi, quam dx et dy altemni ex attero oon peodeati non aatia- 
facies oiai posaeria: 

oade: 

Ipsorum A, B, C valoribua sobstitatis et posito 

eraitor e formulis antecedentibiu: 

'^(«+5)('+.4>' '^(•+Ä)('+5> ' 



4. F 



a*e* 



6. (V — 






Ipso iotnitu patet ex aeqnattone (4.) 9 com V natora aoa ait positivam^ fieri 
debere a I> c^ b^ e^ si ve pro axe rolationis muDendom esse inininmin e 

tribus axibua Ellipsoidae. Aeqaationea (4.) et (6.) loco -^9 ^t -^ poneado 
n, a^ ß\ abeunt in 

^ 17 a^^i p'^ udu ß%^\p^ udu 



a* 




f)(l + «)il '^*'{0+^)(i+«)Ä* 



-ß 



du 



ubi poaitom est 

*-t'i('+ji)(«+>+")]- 

HiDC seqoitor baa aeqoatiooea trea (antnm involvere variabilea Vj a^ ß vel 
«i vis uuuni axiom s= i poni posae. Quo facto emut axea BIlipaoidae 1 
o, ß, ubi per 1 axia rotatiouis aigoifioatnr« 

CreUe'i Joanud £ d. M, Bd. XXIY. H«a 1. 7 
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8. 3. 

Aeqaationi (7.) satisfit pooendo a =s ß, qao facto ex aeqoatione (&) 
qoae formam induit, 






F determinatar per solam o. Vice versa quaereodom est an dato ipsim 
V valori üüua plaresve respondeant valores reales ipsius eu 
Ponendo aassl-l-77 ex aeqnatione (8.) seqoitor 

Qaa formola per regulas notas Integrata obtinetor 

V « (3+y*)treUngy— 3y 

Qode 

PosUo 

3,],y ~arctang/> = ß 

sint 7 et Coordinatae puuctorom carvae, qoae axem Abscissaram in cen* 
tro systematis Coordiiiatarum secabit. Attamen valor 7 = quaestioni alie- 
nns est, oisi F= ponatur. Qaum aeqaatio (9,) per 7 divisa tantum qua- 
drata ipsius 7 contineat ceteri valores 7 biui aeqnales sigoique oppositi sunt; 
suflBcit igitor valores positives oonsiderare. Pro valoribns ipsias 7 infinite 

parvis fit ß = -4p, nnde Ordinatae pro Abscissis positivis Infinite parvis 

et ipsae finnt positivae. Pro Abscissa 7 posiliva infinite magna fit Ordlnatia 
et ipsa infinite magna positiva. Sed nt cognoscatnr an Ordinatae etiam na-» 
galivae fieri possint ideoque curva axem Abscissamm in aliis quoqne punotis 
praeter initium Coordinatarum secet, Maxima et Minima Ordinatae ß inve* 

niantur. Enm in finem ponimus ^ssO» nnde seqnitur 

10. Fy+2(5r— 2)7'+9r = o- 

Qnum baec aeqaatio ipsias 7^ respeetu quadratica sit, seqnitor annm Maxi- 
mum et nnum Minimum in parte positiva Abscissamm exstare^ nnde con- 
claditnr, ut cnrva axem positivum Abscissaram tantum in daobas pnnctis 
secare possit, sive nt aequatio (9.) ad summum duos valores positives non 
evanescentes ipsius y praebeat* 
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Sit p radix aequatioiiis (lO.)* erit altera radix — , mide altera radix 

ipso /*3 mioor, altera major erit. Valor ipsius V, qoi ex aequatiooe (10.) 
aequitor^ 

V » 2yy _ 2pp 

ii+PP)(9+pp') ~ 9+iOpp+p^^ 

oontiDoo erescit ai p iode a nsqoe ad /'S crescit aot iode a oo uaque 
ad ^3 decresett. Fit enim 

dV _ 9— yV 

qoae est qnaotitas poaiti va aut negativa proot p^<3 aot ^3. Ipai p sss 
/'S reapondet valor ipsiaa Fss^. Dode ai F^^, oolloa ex tat ipsiiia p 
valor realia aive nollom dator Ordioatae Maximam MiniaioiBve aed Ordinatae 
lade a uaqne ad oo eoatinoo creacaat« Greacente F iode a oaqoe ad 
^, alter ipaioa p valor aive Abaciaaa Ordioatae Maxioiae iode a oaqoe 
ad /'S creacitt idter ipaioa p valor aive Abacisaa Ordioatae Mioimae iode 
a oo oaqoe ad /'3 decreacit Si Fcs^ aive pcs /"S/ Ordioatae Maxioia 
etMioiflia ooiodicoot aive gaodet corva poocto ioflexiooia* Yabr Ordioatae 
Maximae vel Blioioiae evadit aobstitoeodo ipaioa F expreanooem per Ab- 
aciaaani p exbibitam 

Unde fit 

dM Pf PP-i , 27»y-9) ] 1 

Hp"'' 4 ki+PPy T (9 +!»/»)• J i+pp* 

Cum Abseissa Ordioatae Mioimae sit ^^3, seqoitnr ex hac fonaola, cresceote 

Abscissa Ordioatae Blioiaiae iode a /'S osqoe ^d oo , ipsan Ordioatam 

Mioimam M cooüoao decrescere (idqoe ad Valoren osqoe Mss-^^Xf va^ 

lori p est oo respoodeoten). Resolveodo aeqoafioiibai üf ss ioveoimaa 

p i= 2,5293, 

coi respoodet ipsioa F valor 

V =» 0,2246. 

Uode seqoitor ex aoteoedeotibos, pro mioore ipsios p aive oiajore ipnos V 
valore fieri M positivam, ideoqoe corvam uoo seqare axem Absdasarom 
aive aeqoatiooem (9.) radicibos realibos destitataoi esse. Cootra seqoitor, 
pro oiiooribas ipsios V valoribos Ordioatam Mioimam M fieri oegativam 

7* 



ideoqae axem posiüviini AbMiMamm praeter initioai Coordioatamm adhoe in 
doobua pooctia a carva aecari, aive aeqaatiooeoi (9.) praeter radicen y «s 
adhoo daabua gandere radieibiui positivi«. Quibua eam totideoi reapoodaattt 
Ellipsoidae revolatione genitae, qoarom aemiaxia rotaUooia aslf) radiw 
AeqQatoria ^/'(l+YV)» aeqaitur, pro valoribus ip$m$ F*< 0,2246 aeoK 
per duM €xister0 ElHpsoiäa$ revolutione gemtaSf pro valar^UM ^mm 
V > 0,2246 Elßpsmdam revolutione ffenUam fyuram oeqmBim mm mm 
posse. Si F SS 0^2469 Ordiuata Miuima evaneadt, ande ia puncto c^jm 
Abscissa p =s 2,5293 carva axem Abscissarom taogit aive duae radicea ae» 
quatioDis (9.) coiucidiuit Dode eüam ai F» 0,2246, duae EUipaoidae 
revolutione genitae in nnam eandemque redeont, cnjoa wmiaxis rotationia 
CS 1, axia aeqnationia es /*(! +pp)f nbi p =3 2,5293. Qoae omnia olim 
ilL ^Akmbert demonatravit 

Cum p ioduere poasit valores omnea inde a nsqoe ad 00, aeqoitnr 
Sphaeroidaa ellipticaa, qnae figorae aeqoilibrii sont, qnacooqne exoentricitate 
praedilaa eaM poaae« Dividuntur aotem Spbaeroidae illae odow in dnaa 
daasM ad eaadem velocitatea rotatoriaa pertineotea, qoamm altera aiapleo- 
titor Spbaeroidaa in qaiboa, axe rotationia aive axe aunore Meridian! «s 1 
poaito, fit excentricitaa p ^ 2,5293, altera Spbaeroidaa amplectitnr qnamni 
excentricitaa p ^ 2,5293. Alterias ciaasia excentricitatea crescont, alteriua 
decreacont ai velocitaa rotationia inde a naqae ad limitem F^ creacit 

i. 4. 

Qoaeritar an aeqaationibaa (6.) et (7.) aatisfieri poasit , etiamai non 

babeatar ass ß. Posito — =5 f et -^=^9, statim eruitur ex (7.)f divi- 
alone per ß*~*a' (acta: 

qnae aeqaatio etiam banc formam induit: 

1«. F = (,-.)(.-oy-^-.</ ;.^..-;f4,„,jt = a 

Ex aeqaatione (16) sequitar 
äreex (11.) Tel (1«.): 



(T. M^jferß de AeqtdMrÜ farmU BOipiMiek» 6S 

Bx aeqnatioDe (11.) statim coUigto fieri l>#-f'l> «icati cl. JacoK 
«dDOtevit, Qode «^1 et t^U Looo e posito certo valore ioter O et 1^ 
Beqoitor ex aeqoatione (ISOt pro /ssO ipsom F pcMntiyiiiiiy pro f ss 1 — # 
ipsuin F negativttin evadere. Dode qunin F ipsorum e tt t eoutiooa fanetia 
•it, eondoditur exstare pro qQOcmnqiie # inter et 1 certe uoam yalorem 
ipaioa i ioter eosdem Umiteat qvi FssO reddat Ex aeqnattonibos (13.) 
aeqaitar fieri ooo poase Fsss nid # et I altemm eraneacat altermn qdh 
tati ayquale evadat 

Aggredior jam quaestioDeoi an dato ipsiaa V Talore e doabua aeqoa^ 
tionibiis inier e et t inventis erat poasint nnum ploresve ayatemata Talomm 
realiom hanun qaantitatnm, aive an datae yelocitati rotatoriae nna plareave 
respoudeant. fillipsoidae triboa axiboa inaeqaalibas praeditae quae figorae 
aeqailibrii aint Ponamoa «>-lt nnde qaom ait e^t^t^ aeqnitar <^i« 
Jam demonatrabo, ai et I et F pro funetione ipaiua e habemuay y^enMCitUe #, 
et t et V rimul deereecere.^ 

Doaa aeqaationea ioter (rea qnantitatea e, t, V ioventaa bac forma 
exhibeamo8| 

Fibnt ipaorom F et F differentiatia partialia, ipsorum e et t reapecto somta 
ai difierentialfa partialia nnoia includnntur e more Euleriunoi 

Qnaram formolarom daae postremae 6 doaboa prioriboa deduei poaaant ipaa 
9 et t inter ae commotando. Ponamoa 
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qaae qoaotilatefl pennutando # et / non iBiitaotiir; fit 

(4t) — ^-'^'. 

Praemittam propositiones qaasdam de signo et nagnitudine iat^gnüiani A*, 
A\ Bf*f B'i quaram in seqaentibiu osns erit 



«• 



Jl(l+#«)(i+#ii) (i+„)i(i+,«)i(i4.#«)*' 

%eciuidani u differealiata dat; 

,r u^ 1 __ 4u+4(»+t)u*—2ttu^—3ttu* j^ 

•Lb(i+««)(i+#«)J "" jt*(i+««)(i+<«) 

qaae aeqnatio ioter limites et c» integrata abit in 

14. =y "-^^Tfr^ [4 + 4 (* f « — 2 */«* —ist^ du. 
Quam aequatioDem detraheodo de valore ipaioa 4^, 

aequitor; 

Aeqnationem (14.) diviram per —29 ai addia quantitati 2^ reperia: 

2^« == 3/*^^^^j^r(l— ^—Ot^ + i^'ti'] 
*'• 
Denique ioveois: 

unde, addita aequatione (14.) dlvisa per — 3, floit: 

Quam Sit * + ?<!, */ = i(* + 0'— i(*— 0'<i, videmos fi««iU»a/«» 
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If\ A^ et Ä^'^A' poeiHvae evadere. Quaotitatem B' esse positivam ipso 
uiloita palet« 

Bis praeparatisy qaom sit: 

sequUor diferentiaUa partiaKa (-^Q et (-^^^ semper valone mauere 
^aHvos. Itaqae qocn ex aeqoatione FesO differentiata prodeat: 

«eqoitor df et Jf oppositia sigais gaadere, «ve ijuanUtatt s ereseeHU, 
^fumUiiatem t deeregeare* Q. d. e. 

Quaotitate V diflerentiato obtinemns: 



adhac inquirendam erit in signam quantitatis: ^ 

Substitotis differentialiimi partialium (jj^J , \1t) ' ("^^z ' V rff/ ^^P"^»»*^ 
nibos per JPj A\ BP^ B' sopra exhibitis, fit 

(4f)(4f)-0(^ = 

(«— OE^^'^' + f^'-Ä'C^^ + ^O+C^ + '—l^O^'Ä'l- 
QaQm sit ^+ ^^-f#l SS 4r(I — f/) 4-/(1 — i^) quHiititas positiva^ uec ooo 
quautitates Ä\ A^ + A\ B^^ B' positivae sint, Sequilar ex aequatione prae^ 
eedeutei quanätaiem, 
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semper poritwam e$$€. Inde quom (-^f) valore negathro gradeat, wetpätUf 

(d V\ 
-j-j quantilatem nefotivam, sive cre^cenle ^jumUitate ^ qwmütaUm 

V decrescere. Q. d. e» 

Aotecedentibos inventa mo etiam proponi posaunt» creicente V H 
B decrescere et t erescere, oode aequitor: „cmcunque eeleritaä ratulkmk 
unam tantum responiere passe EUipsaidam trihus axibus mtie^/uaUhie 
affisctam.'' 

Porro quom ait s^ss^^ ^^^at aequitor, al Aequatorem dicimua 

hllipsin principalem axi rotationia perpendicdareoi, f,eresceiUe V she eele» 
ritate rotaHoms axem Aequatoris mqforem 2a decrescere, »unarem iß 



crescere* 



0is addam dilucidationea aeqaeotea. Soppoanl antecedeotiboa s^tf 
aed projpoaitio ioveota, creacente s decreacere t et vice veraa, ab illa aop» 
poaitione oou peadet, aicuti patet ex valoribos differentialioni paiiialiqm 

C-j-) et yjr) aapra aaaignatitk Misaum igiCiir facta aoppoaitione s^^ty 

quitur ex aequatioae (IS«), ut jam antea aduotaTimua, nbi #ss:0 fieri ^ssl, 
tibi « = 1 fieri tssO. Uode quam altera quautitate continoo creacente ai-» 
tera continoo decreacat, pafet, crescente s inde a nsque ad 1, decreacere 
t inde ab 1 naqoe ad 0. In quo igitor tranaitu ab altera liniite ad aUerum 
eveuiet idque semel tanlam nt otraque quautitaa eundam iudoat valorem» 
« = / =z r. Ultra qnem valorem ai crescit s, Ipsa t inde ab hoc valore de» 
crescit et vic? versa, ita ot si habetur s^=>i\ tssfi obi a**<T, f'^r, 
ip^a s oUerios cresceAdo atque / decrescendo aimul perveniant ad valorea 
# = f', ^ = y^. Id quod jam eo patet quod aequatio F ?= peruiutando s 
et t nou mutatur. Utraque poaitio ^=sa^, tssf^ atque s=if^j fss^ ean« 
dem tfuppeditat Ellipsoidam, oode tantum opus erat ut eorom valorum ratio 
haberetur pro qiifbos s'^t. 

Aliler se habet propositio, creacente s decreacere V, quippe qoae 
pendet a auppositione esse s — t posifivum. Sequitur enim ex antecedeuti«» 
bus, creacente s decrescere F aut crescere prent s — t positive aot uega^ 
iivo valore gaudeat» Uode crescit V decreacente s inde ab 1 oaque r« 
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dehide vero ipn $ ulterios decresceote Jude a r usqae »d 0, ipsa V rorsus 
decresoit* Qoa de re sammiiBi ipsa F attiogit valorem m s ss t. Quem 
ipriua F valorem maxinom ipsi es^tsar respondeutem appellabo V^. Qqqid 
pemotando # et / ipsa F non muteturi sequitor positiooes szs^f^ t=sif^ et 
ess^^ t:ssf eindem ipaios F valori respoodere. ütraqae aatem positio 
eandem auppeditat BlUpsoidani, aode dato ipaias F valori ^ F", aemper 
nna et onica tantum respondet Ellipaoida. Ponendo t ss et ^ ss 1^ qamn 
evaneseat V, sequitor ex antecedentibas : ^ Crescente V a ad V^, et t a 
adtj ereecere et e ah l ad r deerescere, eive axem nu^wem Aequalorie 

ah infinite ueque ad ^ deerescere, axem minorem ab umtäte usfue ad 

aandmn guantitatem -r- creseereT Axem rotatioois semper ss 1 aoterimiia. 

Jam qaaotitatiim r et F^ vidorea namerieos iadagemns, qoorom oobh 
pntationem jam OL Itary in Commentatione eitata feeit Dividende per 
ß^— a' ae deinde ponendo ß^o» ernimos e (7.) et (18.): 

Q ^ f^ du r^ du 



Vm\ß 



udu 



[(!+«)» (*+ii)'* 



1—** 

Pomto a'ss 1 «f V et tua , ae^piationw praecedentw abeoat io se* 



i;t .»r 



i: 



« j?*.rfjf /4 I ^ix» /•* x^rfjr 



o-Z^S^-o+^'n/^ 



Int^^ionibas per metfaodos notw trarnaotis eraitar: 

= — \(3 + 13\»)+(3 + 14\* + 3\*)arctang\, 

Fo— X(3-»-A«)~(3~l«)(t-t.A«)MetoiigA 
r — ^^, 

Bejecta ladice \«sO quaestioni aliena, ex aeqnatiouibas aotecedentibaa 
flauot valorea approximati 

K « 1,3946, r» ■= 0,18711, a «a ß «» /"(l + V) « 1,7161, 
mide etiain 

T s -~ 8 0,3395. 

Ci«Be^t loonial d. M. B4, XXIV. HIL I. 8 
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Cum quaestio ilL i^Ahmtert ommea amfriectator Elli|iMidM rarolatione ga- 
iiltaa qiiae figurae aequilibrii e«e possint^ aeqiritur etiam antaoedealibiis da» 
tenünatui eeleritali F^ feapoadeotefli üb oaDtiaenL Ao reven A aeqoifla!* 
muD doarain pnecedentian priorem per 4^.* divimm Talori ipanui V^ ad- 
diniiiSy prodit 

r « j5 , 

quae expressio conveoit com sapra tradUa $. 8. paueodo 7 s \. Si ia 
aequatiooem (9.) ponimna K» F^y praeter radicem y «s X alter» exatat 
cajua valorem calcalavi 

7 =a 5,0297. 
Videmiia BUipsoidam nostram, linitein Bllipsoidarom trjbim axiboa ioaequa- 
liboa praeditarum, pertiaere ad claaseia Sphaeroidarom qoae miDoribiui ex-* 
centricifatibiiB gandet (cf. $.$.') 

CompreheiMM qoae 10 prioribae exposuimus demonstratam est: ,,Si 
EmpmMa fUfura aequilibrü rit, V mter IhmUs et F' = 0,2246 conü^ 
neri; ereseente V a ad F^aB0|18711, eui^ue V tmam EUipeaiiam tru- 
tue axibue inaequaSbue affectam et duas Eltipeoida» revolutione gemta» 
reeptmderes ei V^^V^ ElUpeoidam tribue axibue inaequaiiiue affectam 
redire m alter am revoluüone genUam, minore exeentricitate praeditam, 
denipie vltra ereseente V ad V^ =: 0,2246^ duae fantum Eüipeoidae re^ 
nohUione gmUae haben, quae pro F sa F^ in eandem redeuntT 

Si floidam in quiete est sive circa axem säum non rotator, fit F ss (X 
Posito igitar ia aequatione (9.) FssO, sequitor 

qua ex aeqaatione prodeunt ipsias y valores, et oc j ande cum ait a s= 

Aequationea (lt.) positQ FasO praebent ipsius e ei t valores ^ss] 
et «ssO, oude 

a = ^, = oQ, ß = ^^ « 1. 

Videmas igitar datam floidi masaam circa axem säum non rotautis (res ae- 
quilibrii figaras indaere posse: 1) sphaeram, S) discum infinitum circuiarem 
infinite tenoem^ 8) cylindrum rectum infinitum cum basi circulari infinite 
parva« Simiiitodo barum trium formamm servatur si fiuidum velocitate rota- 
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toria oniforini circa aiem movetur^ Aaltem pro velocitatibus parvis. Crewente 
vdocitate abeaot sphaera et discuii in EUIipaoidaa revolatione genitaa, 
qoaram ülae magui magisque exceotricae fiaot, dam haroni excentricitas 
continno decrescit, n9qae dum bioarom exceotricttatea inter ae aeqoalea eva- 
dant Cjrliodraa iufioite magnas com baai circulari abit ia Ellipaoidam tri- 
bua axibos inaequalibus praeditam, baais circnlans abit iö ellipaio magia 
magiaqoe exceutricam, cojaa axis minor fit axia rotationis, axia major fit 
axia minor aequatoria; aequatoria excentricitaa continao minoitar osque dorn 
evadit circolaa ipsaqoe Ellipsoida in priorem apeciem revolutione genl* 
taram redit. 

Ut babeatnr exemplam triam illaraid figuraram qaae aphaerae» diaci^ 
cyliodri aimilitodiiimB refemat, pooamua densitatem Aaidi et velocitatem ro- 
tatolriam eandem ease atqoe denaitatem mediam et velocitatem rotatoriam 
terrae naetrae. Pro qoiboa invenitur 

F =1 0,0029972. 
Hoc ipaios V valore aubatitato, resolotioae aeqaationimi (9.) et (10.) inve» 
nie, ai roraoa axia mioimaa aea rotationia ss 1 ponitar atqoe a et ß axea 
principalea aeqoatoria deaignaot^ 

1) a « ß SS 1,0043441, 

«) a » ß s 680,... 

8) a = 19,57.., ß =3 1,018. •. 

Figarae corporam ajatematia noatri aerfaria tantom ad primam aphaeroidicam 

apedem aceedont. Obaervavit antem el. Smgejf, atellanrai quamodam fixa-^ 

ram vicea lomioia periodicas formia earom non aphaeroidieia explicari poaae. 

RegiomoDti d. Sl. Hartia 184S. 
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lorismen aus der Geometrie des 

(Von Herrn Pro£ Dr« Plücker in Bonn«) 



L Die Axen der Fläclien zweiter Ordnimg. 

$. t. 

i. JLlie Absiebt dieses Paragrapbs ist, anf möglichst einfiMshe Weise 
eine för Anwendnogea Mrichtige Anfgabe za behandeln , welche frflher 
schon verschiedene Lösungen gefunden bat : die Aufgabe nemlich, der Lage 
und GröCse nach, die Axen der Flachen zweiter Ordnung zu bestimmen, 
wenn diese Flachen durch ihre allgemeine Gleidiung zwisehen redhtwink-* 
ligeu Coordinaten gegeben sind. Wir setzen hierbei voraus, dals die 
Flache einen Mittelpunct habe und wollen diesen Mittelpunct zum Anfangs^ 
puncto der Coordinaten nehmen. Dann können wir der allgemeinen Glei- 
chung die folgende Form geben : 

Wenn C verschwindet, so stellt diese Gleichung insbesondere Kegelflachen 
dar; abstrahiren whr von diesen, so können wir, unbeschadet der Ailgemein- 
faeit, Cssi nehmen« 

2. Wenn wir, nach beliebiger Richtung die Flache durch parallele 
Bbenen schneiden, so liegen die Miltelpuncte der Dorchschnittscurven in 
allen diesen Ebenen auf einem Durchmesser der Fläche; und wenn dieser 
Durchmesser auf den Schnitt - Ebenen senkrecht steht, so ist er eine Axe 
der Fläche. Um die Richtung einer solchen Axe zu finden^ brauchen wir 
also blo£9 eine, übrigens beliebige Schnilt- Ebene so zu fähren, da(s ein 
vom Mittelpancte der Fläche auf diese Ebene gefälltes Perpendikel den 
Mittelpunct der Durchscbnittscurve trifft. 

Die Gleichung einer solchen Schnitt -Ebene sei 

8. «r + Äy -|- öic = Cf 
die Gleichungen des Perpendikels sind alsdann: 

3. X 9SS azj y sai iz. 
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Wir wirflen die aualytisolien Bedingoogm entwickeln, unter welclien die** 
nee Perpendikel den liittelpanct der Dorchschnittecorve in der Ebene (S.) 
(riffli um «nrörderat dienen Mitteipmief# no bestlmnieni branclien wir Mein 
£e Gleichnng der FUk^e (!•) einmnl in Beziehung anf s, das andere Mal 
in BeKiebung anf y m differeutiiren und hierbei , in Folge der Gleidinng 
(2.)f ^ als Fnnction von x nnd y %u betrachten 9 so dafa 

dz ^ ^« L ' 

Anf dieae Weise «geben sich unmittelbar die folgenden beiden Gleiehongen : 

(Ax + B'y + B'z) — (B'a? + By + A''z) « = 0, 
(B''x + Ay + Bz) — (B'x + Ar + -^"*) * « Oi 
welche eine gerade Linie darstellen^ £e die Ebene (f») in dem gesuchten 
Mittelpuncte schneidet ^) Mit ihnen zugleich mfissen also die beiden Glei* 
chungen (8.) besteben, wenn die beaflgliche gerade Linie eine Axe der 
Flache sein soll. Eliminiren wir hiernach zwischen diesen vier Gleicbnn-» 

gen — und — , so kommt: 

. l (^a + ll''4 + B0 — (B'fl + Bft+il'O« = 0, 
\iB''a + A'b +B)-.(B'ii + Bft + ^'0* = 0- 
Durch diese beiden Gleichungen , welche drei Werthenpaare fiBr b und a 
geben, sind die Richtungen der drei Axen gegeben« Von diesen Richtungmt 
ist eine offenbar reelle und es Ist leicht zu zeigen ^ dab die beiden andern 
es ebenfalls sind. Wenn wir zu diesem Ende annehmen, da(s die notorisch 
reelle Axenrichtuug mit der Axe der z zusammenfalle, so müssen die bei- 
den Gleichungen (4,) befriedigt werden, wenn a und b zugleich verschwin* 
den. Dies fordert B ss und B' = 0. Dann reduciren sich aber gleich- 
zeitig diese beiden Gleichungen auf den ersten Grad; was anzeigt, da(s ein 
zweites Wertheupaar von a und b unendlich wird (wir erkennen auch unmit- 
telbar, dafs die Gleichungen (4.) befriedigt werden, wenn — ss und 7 =8 
Ist), und dafs also eine zweite Axe in die Ebene xy liUlt. Die auf den ersten 



e) Wenn wir zwisehen den Gleichungen (1.) und (8.) z eliminiren, so erhalten 
wir die Projeetion der Dnrehschnittocurve auf die Ebene xy. Um das x nnd y des 
lliUelpunetes dieser Projeetion und also auch der Dorchschnittscurve selbst zu finden, 
brauchen wir bekanntlich^ nur die resnltirende Gleichung nach einander in Beziehung 
auf X und ^ zu difierentiiren. Wir können hierbei auch wie im Texte verfahren un^ 
nach der Differentiation» aus den Gleichungen (4.'), vermittelst (%.)) > elhniniren. 
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Grad redoeittmi Gleicbiiügeii (4.) werden aber oar befriedigt, weno a und 
i beide unendUeh grob werden^ oder wena beide yerachwinden. Die drttte 
Axe kaoD hierDaph also our entweder ebeafalls in der Bbeoe xy liegen, oder 
mit der Axe der z zusammenfallen. Den letztern Fall können wir aogleieht 
als vnstattbaft, ausscbliefsen. Um hiernach die Richtang der beiden in der 
Ebene xy liegenden Axen zn bestimmen, brauchen wir nur aus den beiden 
Gleichungen (4.) die folgende abzuleiten: 

welche durch das Verschwinden von B und B^ auf die Gleichung 

sich reducirt und anzeigt, dafs diese beiden Axen reell sind und anf ein- 
ander senkrecht stehen. 

Jede Flache zweiter Ordnung mit einem Mittelpuncte hat also drei, 
paarweise genommen, auf einander senkrechte, reelle Axen. 

8. Nachdem wir die Bichtungen der drei Axen gefunden haben, 
ist es leicht, ihre Gröfse zu bestimmen. Fär den Durchschnittspunct einer 
Axe und der Fl&che bestehen gleichzeitig die drei Gleichungen (1.) und 
(3.). Hieraus ergiebt sich, wenn wir zugleich casl setzen: 

(w4a^ + Jl'Ä^ + ^''+2B6 + 2Ä'fl + 2B"aft)«^c= 1 
und, wenn wir das Quadrat der halben Axenlangen durch r* und den re- 
ciproken Werth desselben durch e^ bezeidinen, 

und hiernach 

6'. Äie'{'Ab^ + A'' + 2Bb + 7B'a + 2B"ab = (l + a^ + ft')^. 

Addiren wir femer die Gleichungen (4.), nachdem wir die erste derselben 
mit a^, die zweite mit 6^ multiplicirt haben, so kommt: 

Aä' + A'b^ + Bb + B'a + 2B"ab'^iBb + B'a + A'0(ä' + b'') = 0, 
und wenn wir diese Gleichung von der vorhergehenden abziehen und zu-» 
gleidi den Factor (1 + ^^ + ^^) weglassen: 

6. B'a + Bb^(A''—s^) = 0. 

Auf gleiche Weise« oder auch durch blofse Buchstabenvertauschung, 
ergiebt sich: 

7. B''a + Ä + {A'^s^)b = 0, B' + JB"6 + (A^»^)a =» 0. 
Endlich erhalten wir, wenn wir a und b zwischen den drei letzten 
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Gleichungen eliminiren: 

oder auch, wenn wir in Beziehanf anf 9^ ordnen: 

— IA4'A''^AB'^A'B'^'^A''B''^ + 2BB'B'q « 0. 

Diese Gleichung giebt drei Werihe för s\ den drei Werthenpaaren 
Ton a und b entsprechend, welche , wie diese 9 in Folge der Gleichungen 
(6.) und (7.) alle drei reell sind. Hiernach bestimmen die Zeichen der 
Wertbe der drei Coäfficienten dieser Gleichung unmittelbar, oh die Werthe 
von 9^ alle drei positiv, oder alle drei negativ, oder zwei positiv und einer 
negativ, oder endlich einer positiv und zwei negativ sind. Diesem ent« 
sprechend ist dann die Fläche ein Ellipsold, eine imaginäre Fläche, ein 
einschaaliges, oder ein zweischaaliges Hyperiboloid. 

4. Das letzte, von «^ unabhängige Glied in der Gleichung (9.) ist 
dem reciproken Werthe des Productes der Quadrate der drei halben Axen 
der Fläche gleich. Ist diese ein Cyllnder, so verschwindet dieses Glied, 
und dann Imt die Gleichung 

s*-^{A + A'+A'')9'+l(AA'^B''^) + (AA''r^B'^)+(A'A'''-^B')} e 

die reciproken Werthe der Quadrate der halben Axen derjenigen Schnitte, 

welche senkrecht gegen seine Seiten geführt werden, zu ihren Wurzeln. 

Steht der Cylinder auf einer der drei Coordinaten- Ebenen, etwa auf der 

Ebene xy senkrecht, so verschwinden aus der allgemeinen Gleichung die 

drei CoefBcienten A'\ B und B'y und die letzte Gleichung reducirt sich 

auf folgende: 

10. s' — {A+A')0'^{AA' — B''^) = 0, 

welche nun noch die reciproken Werthe der beiden halben Axen der 
Basis des Cylinders, oder, was dasselbe ist^ der durch die Gleichung 

Ax^^Ay'''\''2B''sy = 1 
bei Abstraction von der dritten Dimension dargestellten Curve zweiter Ord- 
nung, zu Wurzeln hat. FOr dieselbe Curve ist die Axenrichtung durch 
die Gleichung (5.) gegeben. 

5. Wenn wir derselben Fläche nach einander verschiedene Lagefr 
gegen die Coordinaten - Axen geben, indem wir diese um ihren Anfang»* 
punct irgendwo drehen, so erhalten die CoefBcienten ihrer Gleichung (1.) 
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verschiedene Werthe, w&hrend die Gldcfaang (9.) ottTeräDdert dieieUbo 
bleibt A, A\ A" bedeuten die Quadrate der reciproken Werthe der jedee- 
naligen Halbdurchmesser, welche in die drei Coordinaten - Aien teSiau 
Ihre Summe ist also constant 

Wenn num ein System dreier auf einander eenkreekten, im MitM^ 
puncte einer Fläche zweiter Ordnung eich schneidenden geraden lAnkm 
um den Mittelpunct beliebig eich drehen Idfst, so ist für alle Lagen dfe 
Quadratsumme der redproken Werthe der m die jedesmaligen drei ge^ 
raden Linien fallenden Halbdurchmesser der Fläche diesdbe. 

Nach der Gleichung (10.) bedeotet (AA'^B"^) den reciproken Werth 
den Pffoducta der Quadrate der beiden halben Axen der Durchschnittscnrve» 
also (fbr den Fall des BUipsoids), wenn wir noch durch t' dividiren, den 
reciproken Werth des Quadrats der Flftche dieser Curve. Aehnliche Be- 
deutung haben die Ausdräcke (AA''—B'^) und iA'A"—B^)j und somit 
giebt die Betrachtung des zweiten Coefficienten in der Gleichung (9.) den 
folgenden Satz. ^ 

Wenn man ein Sgstetn ärmer auf einander senkrechter und im 
Mitteljmncte eineä BlUpscitds sich schneidenden Ebenen um diesen Mittel* 
punet beliebig sich drehen Idfst^ so ist für alle Lagen die Quadrat^ 
summe der reciproken Werthe des Flächen ^ Inhalts der drei Durak* 
sehnUtseurven constant. 

Für den Fall ebes geraden Cylinders können wir fir die drei 
schneidenden Sbeaen irgend drei auf einander senkrecht stehende nebnes; 
die constante Summe ist alsdann dem Quadrate des reciproken Werthee 
der Fläche seiner Basis gleich« 

<• Mit derselben Leichtigkeit , wie wir eine Flache zweiter Ont* 
aung durch ihre Puncte bestimmen, indem wir sie auf gewöhnliche Weise 
durch eine Gleichung ausdrucken, können Wir dieselbe auch durch die sie 
berflhrenden Ebenen bestimmen, indem wir sie durch die folgende Gleicfaoog 
ausdrucken : 



s) Vergl. Note sur une th^orie nouveUe des surfaces, Joont BcL K. pg« it4* 
EiM Bbene, weiche durch die gewöhnliche Gleichung 
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Diefs ist die allgeneine Gleichoog von Flachen, welche einen Mittel* 
pndct haben; nnd dieser ist hier sna Anfangsponcte der Coordinaten ge- 
nommen« 

Die Absicht dieses zweiten Paragraphen ist, nach der neuen analy- 
tischen Bezeichnnngfirweise wiederum die Lage nnd die Grölse der Axen 
zu bestimmen} was hier mit noch grdCserer Leichtigkeit geschehen kann. 

7. Wir wollen dabei von der Anschauung ausgehen, daüs, wenn 
wir eine Schnitt-Ebene durch den Mittelpunct legen, der Pol dieser Ebene 
nach bestimmter Richtung unendlich weit liege, und dafo, wenn diese Rich- 
tung auf der Schnitt -Ebene senkrecht steht, dieselbe ein Hamptscknitt der 
Fläche zweiter Ordnung sei 

Die Gleichung der Schnitt -Ebene in gewöhnlidien Coordinaten sei 

». t';»^vfy^v'z s= 0; 
wonach die beiden Gleichungen einer auf derselben im Anfangspuncte senk- 
rechten geraden Linie die folgenden sind: 

V u' 

3. 0? = — «, y = — ar. 

Für die Gleichung des Poles der Schnitt- Ebene, deren Coordinaten P, u', 
v', sind, erhalten wir uDiulttelbar : 

= 0*)- 



dargestellt wird, ist durch die vier CönsUBten ij u, v, w, (von deaen wir jede be- 
liebige gleich Eids setzen kdonen, und welche wir Coordinaten der Ebene nennen) be- 
stimmt« Ist zwischen diesen vier Coordinaten blols eine homogene Gleichung gegeben, 
so entsprechen dieser unendlich viele Ebenen, welche eine bestimmte Fliehe umhüllen. 
Ist die homogene Gleichung blols vom ersten Grade, und folgende: 

so umhfiHen alle Ebenen einen Punct, dessen Coordinatett x', y' und z* sind. Fehlt 
vDß so liegt der Punct in der Richtung 

unendlich weit 



«) Wenn wir nemlich, der Kurze wegen, die Gleichung {!•) doreh JZ ss dar- 
stellen, so ist die Gleichung des Poles einer gegebenen Ebene, deren Coordinaten %', 
u', v'ß w' sind, 

^ PJL^ U^4.^ ^A.^ W«0- 

eine Gleichung, die sidi nicht ändert, wenn wir die Censtanten i^j u', f/ und u/ be- 
zuglich mit den Variabein t, u, Vß w vertauschen. Das letzte Glied ftllt aus, wenn 
11^ s ist 

CnOe^s Journal L d. M. Bd. XXIV. Hft. 1. 9 
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Der Pol liegt unendlich weit, weil w MAL Die Biehtnng, nach welcber 
er onendlicli weit liegt, mofs also mit der Richtong der Linie (&•) zqsmh 
menfallen, wenn (2.) ein Haaptschnitt der Flache sein 9olL Diefr geacdiiebti 
wenn 

Schaffen wir ans diesen Gleichungen die Nenner fort, und setzen überdies 
r' as 0, so kommt 

Durch diese Gleichungen sind drei Werthenpaare f&r f und u' und dadurch 
die drei Hauptschnitle der Fläche bestimmt Diese, und also auch die drei 
Axen, sind reell, weil die vorstehenden Gleichungen genau dieselben Coef- 
ficienten haben, wie die Gleichungen (4.) der S. Nummer. 

8. Wenn wir, wie in der Note zur vorigen Nummer, die Glei» 
chung der Fläche durch 

n B 

darstellen, so können wir die Gleichungen (5.) durch die folgenden er- 
setzen : 

dv dt ^ dv du 

Die durch diese beiden Gleichungen gegebenen Werthe von — und — be- 
stimmen die Lage der drei Hauptschnitte. 

9. Wenn wir in der Gleichung der Flache 

seteeii, so ergiebt sich 

wo alsdann w dasjenige Segment bedeutet, welcheii eine mit einem Haupt- 
schnitte parallele Tangential -Ebene der Fläche von der Axe der z ab- 
schneidet Der senkrechte Abstand des Anfangspunctes der Coordinaten 
von dieser Tangential -Ebene ist eine halbe Axe der Fläche. Bezeidinen 
wir die Länge derselben durch r, so ergiebt sich 

und mithin 

Diese Gleichung hat wiederum genau dieselbe Form, wie die Gleidiung (6^) 
der 8. Nummer. Wenn wir sie daher mit den Gleichungen (6.) zusammen- 
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stellen, so erbaHen wir die folgenden Gleichungen: 

t B'f+Bttf'^ (^"— r») 5= 0, 

7. }B"f+B + (^' — r»)«' s= 0, 

1 B'+B"u'-^ {A —t^)f = 0, 

& (-4— r»)(^'— r^{A"—r')—B'(A—f*)^B"(A''^r^-'B'"iA"^r^ 

■^2BB*B" = 0, 

9. f*—(A + ^'+^'0>»+ [( J-l'—fi'") + (AA''- -»">+ A'A"'-B')2r' 
^[AA! A" —AB" — A'B'^'^A"B"^ -{-^BB' B"^ = 0, 

die wir unmittelbar hinschreiben können, weil auch sie dieselbe Form ha- 
ben mfissen, wie die entsprechenden Gleiehungen der 3. Nummer. 

Die Gleichungen (7.) können wir, analog wie in der 8. Nummer, 
indem wir die partiellen Diflbrentialcoef&cienteu auf die Coordinaten der 
Hauptschnitte beziehen, auch in folgender Form schreiben: 

, 1 dSV 1 dSl' 1 dSl' 



v' dv* u' duf V di 

10. An die vorstehende Gleicbong (9.) knöpfen sich ' ähnliche Be- 
merkongen^ wie an die Gleichung (9.) !n der 4. Nummer. Die neue Glei- 
chung bat genau dieselben Ooefficienten. Ihre drei Wurzeln sind also reell; 
ob ihre Wertbe positiv oder^ negativ und demnach die drei Axen der Fläche 
bezuglich reell oder imaginär sind, hängt von denselben Bedingungen ab, 
wie firflher. Wir erhalten also auch, gleichviel, ob wir die Flächen zweiter 
Ordnung durch die Gleichung (1.) der 1. oder durch die Gleichung (1.) der 
€. Nummer darstellen, genau dieselben Bedingungen zwischen den Ooef- 
ficienten, um die verschiedenen Haupt- Arten von Flächen ^dieser Ordnung 
zu unterscheiden. Wenn insbesondere das constante Glied in der vorste- 
henden Gleichung (9.) verschwindet, so geht die Fläche, indem eine Axe 
derselben (die früher bei dieser Voraussetzung unendlich wurde) verschwin- 
det, in eine ebene Curve über, welche insbesondere in der Ebene der xy 
liegt, wenn aus der allgemeinen Gleichung die drei CoeflScienten A^', B 
und B' ganz verschwinden. Diese Gleichung gebt alsdann in die folgende 

über : 

10. Af'{^Aü'^2B''tu = 1, 

und zur Bestimmung der beiden halben Axen der beKüglicbeo Curve er- 

giebt sich 

11. r« - (^ + A)r' -k-iAA'— B'") s 0. 

9* 
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propter eUmüiationeiii effici potest aequatio finalis, formae rationalifliy inter y 
et X, uode fit, vi integrale propositum 

abeat in 

Jyix, 

ubi y est radix qoaedam aequationis algebraicae et rationalia inter x ^ y^ 
aut si /X^} est functio integra per denominatores omnes coeflßcientiuni iUias 
aeqnationis divisibilis, integrale nostram formam indoit 



• • •'• 



uU X est radix qoaedam aeqnationis (f.), in qna coSfBcientee /»o» Pn P21 
sunt integrae funetiones ipsius x. Si antem tt-t in fraetiones simplices de- 
componitur^ integrale (2.) in sinpliciora iterom resolvitur^ quornm forma est 

^" J{x-ar' 
ubi r est numenui positivus et integer, ant forsan 0, et a quantitas constans 

vel realis vel imaginaria. Praetereä ob «ubstitutionem y^=zz p^i in 

(1.) et (8.) faetam, com / ^y^j^yf finitis terminis exprimi poss:t, semper 
statnere licet, in integralibus (2.) et (8.) y determinari per aequationem iOam 
(1.), ubi Sit p^^i s= 0, Deinde vero si ponimus y =s EitS^^ pfQ ^2.) hanc 

formam obtinemus / ^^ ^ , qoae, cum p^ sit fuoetio integra, iterom tem^ 
vitnr in 

ubi r est nomeros positivus et integer, aut forsan 0, et z radix quaedam 
aequationis, cujus forma est illa (!•), in qua coefBcientes ut antea sunt fuae* 
tiones integrae sed simul pi = 0« Formae illae (3.) et (3^ ), si in illa tmf^ 
ponitur p„^i = 0, in hac pi = 0, simplicissimae sunt, ad quas generaliter 
reduci possunt integraUa differentialio» algebraicNnrum, ita ot unam aliamve 
formam pro arbitrio eligere liceat 
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8. 
De integralibns difiTerentiaimni algebraicorum. 

(Auet. C. Romas j pio£ math. Hafn.) 



f. 1. 

Jr ropositam nobis sit integnile 

obi a{Sfy) est fanctio rationalis qnantitatum x et y, atque y radix qoae- 
dam aeqaationis algebraicae 

in qas codffidentes p^, pi, Pi,..».p„^ sunt integrae fanctioDes ipaiaa x. 
Si enim essent fractae, formam habereot fractionom, qnarom et nnmeratores 
et denomioatores omues essent fanctiones integrae, tum aatem ponentes y 

BS 7T-V9 ubi f^a) esset polyooiniuin integnim per omoes illos deDominatores 

divisibile; pro w(x,y\ baboremos fiinctioDeni rationalem ipsamm x et u, 
existente n radice qoadam aeqaationis formae {U)y non nisi integres coef- 
fieientes continentis, Si autem po, pi, p%,.... Pn^x essent funetiones ratio* 
nales daaram quantitatom x et z, existente z radice qnadam aeqaationis 
datae ratronalis inter x ei z, propter dnas aeqoationes, qnaram una x et z 
conUneret, altera x^ y eiZp eliminaretor z et sie mrsns baberemos y ab 
X immediate dependentem propter aeqaationem finalem , formae rationalis, 
inter x et y. Qnod idem obtineri potest, si solnmmodo nobis adsnnt /^ + 1 
aeqoationes rationales, qaamm qoaeqne continet omnes has : y, z^ z^^ z^^... 
...Zp et xf eliminatis enim Zi^ z^^ z^^ .... Zpy aeqoatio finalis, formae ratio- 
nalis, eontinebit solas y et x. Praeterea si pro m{x, y) propomtam habemos 

g^neraliorem bano 

o(Xß yif y2j Xif'^Xp) 
scilieet fuetionem rationalem qnantitatom omnium x, yif y^^ ys»-«««»^ 
ita nt aeqnationes adsint rationales qaae seqnontor: 1"* inter yi et Xy 2*^ 
inter y^ et x, 3^* inter y^ ei x, .... p^^ inter y^ et xf ex omnibus bisce 
jnnetis com seqnenti 

y s= m{Xy yif y29 y^j •••• y^ 



< 



* 
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secandam theoriam (nnctionam symmetricanmi sit fanctio integra ipsias a. 
Constat aotem, fractionem (9.) decomponi poflRse ut seqoitur: 

11 ^(^) — n ^^^^ I ^ ^<^> 

W^ißc) significaiite coefficientem ipsiu — , qoi exatet in serie; in qaam 
explicari possk (P(jp) secandam ordioem potentiaram qaantitatb x descen- 
dentiam, 2(P(:r) aotem sammam (P(:Pi) + (P(x2) + (P(jp3).... + ^(^/i)« Jmi 
cum üci sit radix aeqoationis (7.) et q{x) habeat formam (S.)» qaantitatom 
9i{peiiy Si(xi)j «s(^Of •••• ^ni^i)- evaaescat aliqaa, ot Si(xi)^ necease est, 
ande propter (10.) concladimas 

abi i^^{xi) respicit äd solos coefBcientes ipsins ^, non ad valorem radicis x^, 
licet hoc ab iodependentibas implicita ratione dependeat Est igitar ^ 

(scilicet secandam (8.) et (4.)}^ itaqae 
Praeterea e fomrala (9.) aeqaitor 



18. n 



F(x) 



p(x).(x — «) 
X— al *,(x) "'" #, •••♦-r ,,(j,) ]• 

Qaae expressiones (12.) et (13.) in fonnola (11.) sabstitatae, et qaae iode 
uascitar fractionis -jt^. expresrio rarsas in (9.) sabstitota, dant: 

'Wi ,^(a) + ,^(„"5 .... + — j-^^j — j 

"x-«i Tj^cT"^ *,(*! +"~i;:ö^) — J* 

n membram est differentiale accarattun qooad signom Sy nan 
. y, nallam coutineot independentem. Habemas igUar integrando 



14. 



dx 
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C+ fifl) [yr(«) *og*,(Ä) +r;;»(a) log Ä,(a)-...+y;(a) log*, (II)] 
'^i -n/^Ir:(i:)log*i(x) + y-(x)log*,(x)....+y^(^^ 

abi C est constans arbitraria. Haecce relatio^ forma trauscendeoti, loter 
^ly ^29 •••« ^fi atqae variabHes independentes locum babens ana cam alge- 
braica illa (7.) 9 est ipsa indoles et proprietas fondamentalis fonctionis \^ 
Jam si aeqoationia (14.) otromqoe membrom qnoad qaantitatem a differen- 
tiatnr, ob 

oritar proprietas foodamentalis hujas oltimi integralis, qood posifis m = 1 
et f{x) s 1 fonnam habet (3.) , ad quam omnia differeotialinm algebraico- 
rnm iotegralia redoci posse sopra est demoostratiim {%. 1.). Si vero aeqoa- 
tionis (14.) otmmque membrom per da multiplicator ^ deinde qooad a iole- 
grator, tbeorema fandamentale obtinetur, qood valet de integral! 

ff{x)\og{x—a).y^dx, 

qood posito x=^a-{-z ad formam redoeitor simplieiorem hane: 

15. ff{p:)\ogz.y^dz 

existente f(z) fonctione integra ipsios z ei y radice qoadam aeqoationis 
algebraicae (!•) siqoidem in bae z pro x sobstitoas et eoöfficientes p^^ pi, 
P29 •••• Pn-i fonctiones integras ipsios z eaae admittas. Maximi aotem est 
hie observare, integralia qoae praebet alterom membrom formulae (14.)^ ad 
integraliom elassem pertioere eaodemf ad qoam illod (16.) sit referendonu 
Nam si in integral! qoodam, cojos forma est 

ponitor Sj^ (ä) = ti et aeqoatio formator 

= (M— *i(a))(ii— *,(fl))(ii— #,(ä)),...(ii— #,(ii)), 

qoae 11 et n rationaliter continet^ obtinetor da s= <P(u,ä)dUf ob! (t>(Vßa) 
est fonctio rationalis qoaotitatom 11 et n; sed si pooitor 

M(p(u,a)y^{ä) =r, 

haecce aeqoatio joocta com iis qoae exstant^ ona inter a et yk{a)^ altera 

Crelle^s Jonmal f. d. M. Bd. XXIV. Heft 1. 10 
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iuter a et u, elimioatis ä et y« (ä) » aequationem dat finalem rationalem inter 
II et r^ et sie integrale nostrnm erit /lo^.v du, vel si plaeet 

ubi F(u) est fauctio integra ipsius u, et z radix aequationis formae (l.)» 
siqoidem z pro y ponas et po^ pu p^^ •••• Pn^i iotegras funetiones ipsios u 
esse admittas. Facile deniqoe apparet, in aeqnatione fandamentali , quae 
pro funetione (16.) obtinetor, non solum summam ab hac ipsa formatam con- 
tineri scilicet pro radieibns aequationis algebraieae grados jü^, sed et simi- 
lem summam a funetione (18«) formatam, et respoudentem radieibus alias 
cujosdam aequationis algebraieae gradas nti. 

%. 8. 

Si proponitor integrale quod seqoitur 

ubi f[po)^ y{x)y m et a easdem quas antea habent siguifieationes, possu- 
mus quidem in iis, quae praeeedunt, m ubique in — m niutare, sed atteu- 
dendum est, functionem F{fC)y formula (10.) exhibitam, non amplios manere 
integram, esse scilieet 

ubi P(a) Sit fonctio Integra ipsins a. Igitur pro (11.) habemus 

«8- ^ = 

*^p(jr).(jr— a)"^ p'(xj.(«— JT) ^ 1.2.3.... (m—l) ^ dx"^-^ * 9{3c).p'^ i^x) .[a^x) ' 

ubi n et prius 2 easdem quas antea babent significationes , alterum 2 est 
summa quae respondet valoribus or = \| , 7^ , • . • . \^ , id est , radieibus 
aequationis pK^{x) == 0. Cum harum qnaelibet Kr pro x iu aequalione (1.) 
substituta faciat /lo == 0, e quantitatibus y« (\ J , XaCM, .... Yn^^ evaiiescat 
aliqua necesse est, sunt enim hae radices aequationis, eujus deest terminus 
ille^ qui ab incognita non dependet. Sit y(r)(M radix illa evauescens, i(a 
ut (r), qui est unas e numeris 1, 2, 3, ••*. fi> ab alio numero r depen- 
deat. Itaque si in 
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P(«) = rr(*)rr(*)---y:(*)^(*) 

+ yr(*)>7(*) • • • • yr.i(*)*i (*)'» (*)•••• ♦»-i(a?)^*.(ar) 
facimas s^sf^^ habemos 

•(r)l*ry 

uude aeqaitar 

siqaidem pooitar x = K,y id qaod facit ^^~ ^^^ =^) cujus (amen valor 
solita via facile determinatar. His factis pro (14.) invenitar 

^(*»)=/\^^» „(ar,) = 0, rw(V) = 0, ^^=(P(M, 



^(a?i) + ^Ka?0 . . .. + >^(a?J 



19. 






+ 1.2A.-(m-l)^,rfa;"-*A («r— a)rj;,(»r) /* 

Haec tarnen formula tribos nititur conditionibns, qoae seqauntnr 

Prima conditio est, nt ^(x) et po(si) unUam habeant facCoreni con»- 
manen, nam si x — Kr esset factor polynomii ^(x), denominator fractionis 

-j^ contineret factorem a — Kr elevatam in potentiam, qoae excederet mtam, 

et sie decompositio uostra foret falsa. Hie aotem casus evitatur, si aeqnatio 
^(x)^0 propter divisionem ab iis omnibns factoribus liberatur, in quibns 
nalla continotnr variabilis independens, quo facto q{x) nulluni continere 
potest factorem x — A.,. 

10» 
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AUera coodilio est, ut \i, ^2, .... h^ siut omoes inaeqoales. Si 
enim est Ä.| «= A^ , pro doobas terminis snmiiiae 2 , qui respondent valori- 
bus rs= 1 et rs=:2, anicas terminiis somendas est, sed simul in 

pro m scribendum est 2 m. Si \i = X2 = A>3f pro tribus terminis, qni re- 
spondent valoribus r = 1, 3, 3, nnicns snmendus est, sed simul in tribos 
illis locis (20.) pro m scribendum est 3 m, et sie porro. Observentur haec 
in Omnibus quibnsvis radicibus illis \, si quae exstant, sibi aequalibus. 

Tertia conditio est, ut valor quisque Ku \2, •••• Kt unam solum- 
modo e radicibus yi , y^f • • • • Xn faciat e vanescere. Si enim xs:iKß duas 
radices y(^)(\^) et y^ßs){Kß) evanescere facit, sequitur JP(A,^)=0, ita ut 

firactio — H = . ! ^ 7-—- ad minores terminos reduci queat, quo fit ut de- 

nominatur contineat solummodo (a — X^'^^ Praeterea in P^K^) nunc duo 
Uli termini conservandi sunt, qui y^g^ et y^^^ non simul continent. Debet 
itaque in tribus illis locis (20.), quando r s= 6, m mutari in m — 1, et eodem 

te^fore J m ^y H ^\\ . Similiter res peragenda est, 

si tres pluresve radicum yi, y*}, y^, •••• y„ evanescunt, ubi pro x substi- 
tuitur radix quaedam aequationis /^^sO. Omnes bic casus facile semper 
agnoscuntur: nam si /i^(\^)s£0 sed pi{Kß) non = 0, quanthatum y^ y2j ••• 
... yn una (antum evanescit propter x=iKßi sed si Pq{K^ s= 0, Pi{Kß) ss 0, 
PiQ^e) ^^^ = ^9 quantitatum, quas dixi, duae evanescunt propter x ^K^^ 

sie porro. Caeterum apparet, ordinem illum difierentiationis ,^^ pro 

r s=9 diminuendum quidem esse tot unitatibus, quotaequatio(l«) pro xssK^ 
radices habeat evanescentes, sed ita tamen ut ordo non fiat negativus, tum 
enim terminum summae S , qui respondeat valori . r == 9 , esse ejiciendum, 
quippe quod a — \^ e denominatore fractionis decomponendae, ad minimos 
terminos reductae, dispareat. 

Si in(l.) datur 0==PiSsp2....z=2p^^j statuere licet m<Zn, nam 

hoc casu est y^^—p^j igitor ypH^ = (— ;F^)pIr(— pj^, si autem m noo 
^n, facere possumus m = /in-|*4^# nbl q<n; ita ut functia (17.) ait 
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\i/(x) = /- ' ^ 9 quae per decompositioDeiii fractioois 

IQ formam redacitor erimpliciorem 

f fix) dx _ 1 d^^ r f(x)dx 

J (x—eyyf 1.2....r— l*rfc^-*y {x—c)yf * 

Eodem hoc caso, m^n et ^=pi ssp^.... =/?^i , com omnes radices 
Xif y2 9 « • • • Tn pro qnovis unmero r, id est pro omnibos valoriboa x = 
Kij ^2, •••• T^j eyaDe8caot, ordo m — 1 motatos in m — n — 1 evadit ne* 
gativos, ande seqoitar, ut samma 2 tota dispareat. 

Fonnula (19.) daos complectitor casos speciales bene notos, qaos 
dedit Abelus (hoj. diar. VoL IIL pag. 817 et YoL Vf. pag. 78). Primus 
casus sie obtinetur. Pouendnm est: 

n CS 2, m SS ly />o = -— <Pa?, pi = Ot 
^x = ^iX.(p^x, q^y s=s ^x.(p^x, qi ss h^x^ 

ubi (PiX, ^2^9 0^> 01^ sunt functiones integrae ipsius x, sed in solis ^x 
et ^iX coefficientes exstant variabiles et independentes; Invenitur 

ri = i^(^^)f ra = — /(?^^X 

igitur^ ob primam conditionem, cui obnoxia esse debet formula (19.), cum 
in (PxX nulla adsit indepeudens, 

g(ar) = ^^x.(p^x.^\x.(p^x. 
Praeterea 

logg|(^) 1 'og^»W _. t Iq^ ^iW _. i Iq^ Sx.^{(PiX)+exX.V{q>^x) 

In aitero membro formulae (19.), propter id quod supra explicavimus , dis- 

(x — a)A(px) ' 

signo superiore locum babente si ^i(arj^) = id est O^it« •"((Pi^t) =: 
— öi^f/"(^2^*)> signo inferiore si s^{xi) = id est öa?^. /(^lO?^) = 
^i^i* /(^2^ib)* Sed possumus in formula (19.) omnia signa mutare, rursus 
autem C pro — C scribere« Quo facto invenimus 
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ubi signoai quodqae £1, £29 •••• ^/i indicat ±1, ita ut generaliter Si deter- 
minetar per aequatiooem ^x^. /"((Pi o^i) &= ii^^x^. ^{^2X1^. Formola haec (Sl.) 
est prima illa A6eU, de qaa sopra dicionu 

Ut altera obtineatur, ponendom est: 
w<fi, Pi^Oj />2 = 0, .... Pn^i^O, p^, = ^R, /Xa?)=l^ 
ubi R est fbnctio iotegra ipsiodi x. Est igitor /*qsA sive 

ubi 1, a, a% ••.. a*^^ sunt valores omnes quantitates 1^. Disparet hie 

qnoque summa 2, et evanescit termlnus 11, quia -~ est fractio genuina. 
Habemus itaque 

= C+ ^ [Iog*i(a)+a--log*2(«)+a-^"log*5(a).... +a-<-'>-log*„(a)]. 

Quae est altera formula supra commemorata. Demoostrationem ejus 
noii dedit auclor, haec solummodo scribens: „Rien D*est plus facile que la 
,,demonstratioD de ce theoreme* Je le donnerai dans un de mes memoires 
„prochains dans le Journal de Mr. Crette.'' Sed hujus voti solutiouem 
praematura mors impedivit Quod autem in formula ejus signum — deest 
in exponentibus quantitatis o, id ni fallor errori tjpothetico debetur. 
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Ad not. In commeulatione quae inscribitur ,, Demonstration d'une 
propriete generale d'one certaiue classe de fouclions transcendantes'" (huj. 
diar. Vol. IV, pag. tOO) et in bac alia: »^Sur la comparaisson des fonclionH 
transcendanles" (Oeuvres completes de JSf. H. Abel, Tom. II, pag. 66) me- 
tbodas generalis indicata est inveniendi proprietates integraliam, quales for- 
molae uostrae (14.) et (19.) exhibent Qaam viam et ipsi ingressi sunt 
auclores disquisitionum, eandem materiam tractautium , quae in boc diario 
exstant sequentes: Vol. X, pag. 195, et XI, 373 (Mindinff); XII, 89 
{Pohsany, XIX, 84 et 113 {Jürgensmy, XX, 178 {Brock). 

Hafuiae d. 18 Septemb. 1840. 
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9. 

Siir une questioo de probabilite relative aux 
correcüons des hauteors barometriqaes. 

(Pw Mr. C« Rmtmms^ prat a CopeuhsgiML) 



ißw» wä hmnmHn k srpboo, b (Mipentero etant sO, soü fai mc 
urtime«ra im tdbe perpendiadjure a Fmxe = 1 ^ la longwv eotiere d 
cohMuie d« ■ wfc i re =s X^ ei celle d« Bereue soetena par ia p rca rioa 
aospkefifad ssf^ deac eelle» qai est eo e^ibre de Ini B^aie, K — f ^ ^ 
O^ b p reae i e ^ itiwpiwriqiw restaat baidBe^ si b tesperatwe ckaage et 
devieat «s 9> 3 amve 1* qae les deax loagaears f et X — f ea ae dihtaat 
denieaaeat 

oa aisaOOOlSQ^'; tT qae b diblatioa da Terre Gut aagawarer b aeciia« 

iatwieare da take. faideTieaC Cl+»9;^ m a»iX0000a8& ce qaiaakere 

ea riea b pc eM i ec e des deax qaaackes (I.) oa b kaatear 

Ai«9t le viriaae da a^ icaie soateaa par b pressioa al»<»^pfceriqae 

de f J H^aif [J +al)^ — t] aax depess de ceW« qai est ea pqaiBbc de 

bj aMae« easmrte qae b deauhae qaaacke (1.) deTieaae dTakord 

,\-fHl+ia?>-fU+»f Ll + «3r— 1] = [X— fCl+a5/]Cl + ai§), 
aaa». ea Terta de b dSbcacioa da Terre« 



«• [>r,^-f]v«+-»)-*' 



La kutfear harMMKriqae ^raie* oa eele qai r g pa a d a b teaq^eratare s=(X 
eciac f = \ — di^ b haaiear afteerree* repuadaal a b trfi'iMaii S^ 
(^s£\ — ^^ qai se orunre d» qae i est baaedbieBefit afteerre 
JTane e«:Mb appfiqaee a b braaeke aarerteL UesLpcesaiaa {%} 






if ait r w ue b fiiraalie de correircniiu qai daaae f exprwe 
^{asifi i b ^fuuoi^ euaaUBfie X« qjat depiMi de 
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la valeor de maniöre a faire disparattre rinflaeiice de la ebaleur. Ed ^et« 
00 D'en aurait la oompensatiou exacte el generale, a moios que =s y oa 
eil vertu de (8.) 

'^ ~ m— ii(2+a0) *^ 
ce qoi est absurde, d et ^ 6tant variables, K eonstant Mais, la masse du 
mercore etant arbitraire, oo peut demander, quelle est la valeur de K la 
plus avautageuse. Comme daus aucuoe Observation isol^ oii ne peut se 
dispenser de faire ia correclion relative a la ehaleur, la question, pour 
qu^elle ait du sens, doit 6(re exprimee eomme suit: quelle est la valeur de 
K propre a faire difförer entre eux le moins possible les resuUats moyens 
d'une tres grande serie d'banteurs barom^ques observöes de oelle des 
hautenrs y eorr^ipondantes, reduites a la temperature O? 

Regardons y et d comme independants Tun de Tautre, ensorte que 
des valeurs quelconques de y et de 6 aient des probabili(6s, qni soieut 
des fonctioDs respectives de q et de 6. Ces fonctions ölant designees par 
f{q)dq et ^(9)il8, la somme de toutes les dÜFörenees des bauteurs baro- 
mälriqoes observees et riduites daus uo nombre iofini des observatioos sera 

00 en Terttt de (S.) 

Tintegrale relative ä ^ et a 6tant prise entre des limites eonstantes, savoir 
les valeurs extremes de oes quaotites dans le lieu d'observatiun , ou mdme 
ypsO, qssooj Oaes — oq, Oss+oq^ parceque f(q) et (P(d) s'evanouissent 
bors des valeurs extrömes de q et 6. Ainsi on aora une expression de 
la forme A — BK qui, snivant la condition deman^^devra dtre s=0, par« 

tant \ SS -^ , c'est a dire 

^Jqfiq) d^j^Offie) de 
4. \ = 



Les fonctions f et (f) ne nous sont pas donnöes; mais on peut connaitre 
la bauleur barom^trique mojenne ss üf et la temperature mojenne = 6, ce 
qui rend possible la dötermination approximative de la valeur \. En eflet 
on a 
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*^ "* meM 

Le d^MMÜBatear de eette exprearioB, d^eloppe müva 
aaeeadantea de «. deviant 



-2ii)y^e^(fl)rfe— (2«— 3ii)«y^»'^(»)ia 



en D^^figpaot les teraes de Tordre mp? et si*. Ceci ötont wbgtaoö daaie 
(5.) doooe 



J'^e^fp(9)d»^ 



a= 1,10552147 ^1 + q»0000l765 . — g / M, 

Si T est la valeor nomMqiie de la ples grande dea temperaCsras qoi 
poiaaeat rtelleaieBt exister dana ane aerie d'obseiTatkms ordinairea, on » 

/^Ö»^(ö)ie<ry^ff^(e)rf9, partant — g > ü et < T. 



Par exemplC) en aapposaot T^20, on tronve 

K> 1,10552 if et < 1,10591 Jf , 
et en faisant ilf s=336, 

K> 371 ,45472 et < 371,58576. 

Loraqoe tootes leü observationa önt ete faitea aoos dea ciroonatanoea 

particolierea, lelles qoe la teaperatore soit oonataauaent coaijdriae entra denx 

liiutea ixes, dont riaferieur s= t, le aoperieor ^ T, et qoe tootea lea ^m- 

leo» de 9 daus cet Intervalle aoient egaleaMnt probablea, on peot deterau. 



m 

▼atoar exacte de K. Car dans ce caa on a ^(9) « jr^t ^^ 
de rint^gration — oo, +00, doiveot dtre cbang^ ea i et T, ce 
qai doBiie s= ^^ et 

Par QD procöde semblable ä celoi, enploy^ par Laplace 1^ la döter- 
minatioo de la probabilitö daa erreunr des f&ioltata mojena, on Cnmve 

comme ezprimaot la probabilit^ qne dans on grand nonbre ss # d'obaenra- 
tions la diff(§reoce des rtauUato noyeiia des haoteora barometriqoes obaer- 
veea et r^duitea aoit domprae daoa Fintervalle 

7. (*+*)ii±2(*+A)arl/(Hzi!Ü), 

Ä. ayaot uoe valeur qaelcouquei — A et A 6tant les valeora extremes, Tane 
negative, Fautre positive, de 0— f, et las qoantitte tf et « ^nt döter- 
minees conune soit: 






ensorte qae \l^{x)dx est la probal^ilite, que dans une Observation qoel- 
conqne Q — g ait la valenr or. Lorsqne s aogmente k Tinfini, la difförence 
des denx r^oltats moyens, en convergeant, a'approdhe de {k+h)u. CTest 
donc la quantite qui, etant retranchte du r&oltat moyen des banteors baro- 
m&riques observees donne celni des haoteurs rednites, lorsqne le nombre 
des observaUons est Infiniment grand. Donc, si Ton a nne (rös grande 
s^rie d'hautenrs barometriqnes observ^ et rMnites, eorrespondantes les 
nnes anx antres, on trouve inunMiatement (k + k)u, ce qni fait connaitre 
11, et de la on troove nne limite snp^rienre de f > parceqne ^^^W, ^ d6- 
signant la valenr nnneriqne la plns grande de x, et «^ la valenr nume- 
riqoe de n. 

Si \ a la valenr (6.) on (6.) , Tintervaiie (7.) con verge necessaire- 
ment vers lorsqne s angmente a IHnfini, d'on il snit (A-f-ü) ii «s 0, par-- 

11* 
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tont 11 SS a Dani oe cm U limtte «iiperieiire de r ne peat ploi Hn In' 
qoi Mt csO; mais od a geDendemeot ^K.}^ f ^(x)dx aav^^. Ainsi, 

loivqae K est egal a la valear (6.) ou (6.)| llntervalle (7.) peiit a'esiprmier 
an moyeD d'une petite exteosioo ooaune aoit: 

^ w • 

Or raivaut (3.) et (6.) ou a ä peo pr^ x = m(y— >if)0-f.2miiÄ.9% ce 
qui pour K ^ 371,5 donoe x s 0,0001802 (y~if}e + Q»Q00001 151446% 
d'oü, en fairaut y— Jlf s ± 12 , ss 25, ou trouve k » 0,0547796 et A s= 
0,0533404, done 2{k^k)l = 0,0118455. Soit par exemple s s lüO, 
a; = 3. Ou trouve la probabilite extrömemeut petite 

1 — ^y^Wrf« « 0,0000221 

pour que la differeuce dea röraltata moyeua de 100 hauteura barometriqueM 
obaenr^e» et raduitea tombe hora de riutervalle 

± 0,00355. 

Copeuhague le 18 aeptembre 1840. 
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10. 

Eotwiekelung einiger trigonometrischen Formeln 
doroh Hülfe der Lehre von den Doppelschnitts- 

verhfiltnissen. 

(Vom Hm. J. f. MSUtu, Pk«ft«Mr te Leirrig.) 



Bekannt ist die von Bmler soent ao^eetellte Formel 



^^^ (a-*)(«-e>....(«-m) + (*-«)(*— f)....(i^mi + •" 

WO /r elue positive ganze Zahl bedeutet, die kleiner Int, als die um 1 ver- 
minderte Anzahl der Elemente a, b, . . . . t, m und auch null sein kann. 

Wenn ich nicht irre 9 hat man auch bereits gefunden i dafs es eine, 
dieser algebraischen analoge 1 trigonometrische Formel giebt, die aus der 
erstem erhalten wird 9 wenn darin statt der einfachen Differenzen a — 6, 
a— c, b — c, •••• in den Nennern die Sinus derselben und statt der Po- 
tenzen von a, b, c, .... in den Zählern die Potenzen der Sinus oder Co- 
sinus von a, b, e, .... gesetzt werden. Indessen durfte die folgende Art 
und Weise, wie die trigonometrische Formel aus der algebraischen herge- 
leitet werden kann, neu sein und vielleicht einige Aufmerksamkeit verdienen. 

Werde die Zahl p um zwei Einheiten gerioger als die Zahl der 
Elemente angenommen und ihr somit ihr größtmöglicher Werth gegeben. 
Man ziehe nun fürs Erste den speciellen Fall in Betrachtung, wenn die 
Elemeutenzabl = 5 und mithin ;» rs 3 ist Die identische algebraische For- 
mel ist alsdann: 

a^ . *! . _0 

(ii-4)(a— c)(a— rf)(a~e) "•* (b—a)(b—e)(b—d){b-0) r • • • • — ^t 

oder, wenn man statt a, bf e, .... resp. a-^x, b — x, e — x, .... setzt: 

(«_»)(a_c)(«-rf)(«-^>T^(j_^)(4_e)(*-i;)(*-e)"' ^' 
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nnd wenn man das erste Glied io die Obr^ien dividirtt 

(a) .... t_(*)-(e)-(rf) — («) «s 0, 

^*^^ — (a-.x)«(c-»)(c-.0(«-*)* "•■• ^' 

Den Werth. von (b) kauo maa aber auch auadröcken durch 

welcbes als ein Prodaet au .3 DoppebdmittsverhftltDiasen betraolitet wer* 
den kaDD« Dann nimmt man in einer Geraden I einen Pnnet Z wiHkarUeh» 
and 6 andere X, A, B, C, JD, B mn äMtk (mit Bteksicbt anf die Zekkm 

von X, ^f if •• • 

ZX s X, ZA es a, ZU SS b, .... ZB s #, 

SS dem Prodnct aoa den 8 Doppelscbnittarverhaltuissen , nach welchen eine 
nnd dieselbe Linie BA in X nnd C, in X nnd Dp In X und E getheilt 
wird. (Barye. Calc $. 189.) 

Ein Doppelaehnittsverhältnifs hat aber die merkwOrdige nnd aelir 
leicht erweisliche Eigenschaft, dafs sein Werth ungefindert bleibt^ wenn 
statt der Linien -- Abschnitte, die dasselbe bilden, die Sinns derWinltel ge- 
setzt werden, welche die yon einem beliebigen, au&erbalb der Geraden / 
gelegenen Pnncte nach den Endponcten der Abschnitte gezogenen Ge- 
raden mit einander machen, nnd da(s hiemach z. B. 

jrj» CB _j mnACOB mnCOB 
in^'JJl ~ mnÄOA^BmdOA' 

Setzt man daher die (nach einer und derselben Seite gerechneten) Winkel^ 
welche die Linien OX, OA, OB, .... OB mit OZ machen, resp. ss (p, o, 
ft 7, i; £, so ist 

b—x , 6 — c _ JCB . CB ^ mniß-^f) . sin(/y— y) 
O'^x* a'-'C XA * CA sm(a — tp)* mn{a — y)' 

nnd. eben so 

b^x ^ b — ä _ Binift — y ) ^ siniß-^S) 
a — X* a-^d ** siD(a — ^)*8in(a — i)^ 

h^x ^ h — e _^ Bin(/y— y) ^ sin (/?-- €) 
a—x*a—e *** sinCa— y}* siBta — *)* 



Hiermit wird 

W *= •ui(a-v)»8m(/J— y)§iii{i»-Jjsm(/J-.«)' 

und eben so findet sicli 

1L8. w. Man iiubstitoire nun diese Wertbe von (b)f (e)^ •••• in der Glei* 
ohong (a), so kommt, nach HnItipUcation mtt ^^a^/il'.Zl&aia^My 

Binja — y)^ , mnf/> — y)* 

8iii(o— ^riD(a— y;8iii(a— J)8iii(a— «) '*' 8iii(/7— «) 0ia(/9— y) sin (ß— S) si»(/?— t) 

eine Gleichung, welche identisch sein muCsy da, eben so, wie die Grölseu 
X, ^ bß e, d, €, auch die Winkel (Pi a, ß, 7, ^, « von einander unabhän- 
gig sind. 

Anf gleiche Weise zeigt sich, da(s bei einer beliebigen Anzahl » 
von Winkel-* Elementen o, ß, 7, .••• fsi, v, wenn der Kilrae wegen 

sin (i' — a) ain (y — /9) •••• sm(v — ^) 1-1 



• • • • 



gesetzt wird) die deiolmng Statt fndet: 
(O) .... [a] sin (a— <p)-' + [ß] «n (ß— ^)"^' +....+ W ««n («» -^ 

Ist nnu erstens ii, und damit audi n — 3, eine gerade Zahl, so lärst 
sidi 8in(a — ^)"~'' in eine Reihe von der Form entwick^: 



^ + 11 co82(a—^) + Cco84(a—^) +.... + JVcoe(n—2)(a—(p) 
= il + Bcos2acos2^+....-f-JVcos(n — 2)acos(«— 2)^ 
+llsin2asin2^ + ....4-2Vsin(n— 2)asin(n— 2)^, 

wo A, B, C, ,,., N von n — 2 auf bekannte Weise abhängige Zahlen 
bedeuten. Verfährt man auf dieselbe Art mit sin(0 — ^)"-% .... 8in(v— ^)"-» 
und substknirt alle diese fintwiekelnngen in (O), so kommt eine Gleichung 
▼on der Form 
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=s il| + ll,co83^ + C7|Cos4^ + . |-2ViOos(ii— 3)^ 

+ ll,sm2^ + C,süi4^+ .... + N,8ln(n— 2)^, 
weldie für alle Werthe vod <P besteben rnnfs. Dieses ist aber nicht an- 
ders möglich, als wenn alle die CoöiBdeoten il,, B^ JB,, Ci, d^ .... Nt% 
N, einzelo null mnd. Somit ergdimi mch bei einer geraden Anzahl von 
Elementen die spedellen Formeln 



w!!!c»-2)«+.... + w«?'(»~2)»«bo. 



g|n v— */" -T- • . . . -r L'J ^n 

Ist dagegen n angerade, so wird 

sin(a— ^y^ = -4'sin(o— ^) + Ä'8in3(o— ^) + C8in5(a— ^) + ... 

. . . + JV'sin (» — 2) (o— ^), 

woraus, durdi den vorigen ganz analoge Schlosse» die Formeln 



hervorgehen. Ueberhaapt also bat man: 

WO p absolut kleiner als n, and n — p eine gerade Zahl ist 

Endlich sieht man leicht, wie hieransi bei derselben Bestimmnng vou 
p, die Formel 

« M(^.)'+[M(^ß)'+-+w(^v)' - 

gefolgert werden kann. 

Znsats. Noch allgemeiner l&Ssi sich die letztere Formel also 
darstellen : 
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WO die Anzahl der Elemente (P, %, 4^^ • • • • gleich dem vorigen p^ also am 
eine gerade Zahl kleiner ist, als die Anzahl der Elemente o» 0f 7^ • • • • y. 

Die Richtigkeit hiervon erhellet sogleich, wenn man die fai [a], 
[ß] > • • • • [y\ multiplicirten Prodncte ans Sinnasen oder Cosianssea in Snm* 
men von Sfarassen ond Cosinnssen der Yielbehen von a, ß, •»»• p vor* 
wandelt. Denn in der somit nmgeformten GlekAnng wird znfolg» h jede 
der Summen von Gliedern, welche Gleichvielfache von o, ß, ^ • . • 1^ enthal- 
ten^ fär sich' null jiein« 

Von der Formel III. lafst sich noch eine besondere Anwendung anf 
die Kngel machen. Seien A, B, C, .... n Punote in einem gröfsten Kreise 
derselben, nnd P, Q, .... p Puncto, welöhe irgend anfiserhalb des Kreises 
auf der Kngel liegen. Man ftUe von letztem anf den Kreis die sphäri- 
schen Perpendikel PP^, QQ^, .••• und setze die sphärischen Abstfinda der 
Puncto A, B, C, .... und P', Q^y .... von einem im Kreise i^eliebig g<^ 
wählten Anfangspuncte resp. =» Oi ß^ 7, .... und <Pi Xj . ...j so ist zu- 
folge Jener Formel : 

ewAP* . cos jy >.. , I CM BP. eonBfy.... . — n 

Multipticirt man diese Gleichung mit conPP.coaQQ^... und he* 

merkt, dafs cos^iP'.cosPP' s= cosilP, ewsAiy.coaQQ^ ^ oobAQ, .... 

cos BP'.cobPP^ s=^ cosJBP^ .... u. s» w.y so kommt : 

eo9 AP. cos AQ.,.. . cos BP. cos BQ.... . ^ 

sinAB.sinAC.BinAD....'^9inBA.Bin90.^BD....'*'*^''^ ^ "• 

Insbesondere ist daher filr n &s 3 ond /r ss I : 

00s JJP , cesitP , eosCP _^ ^ 

BmAB.mBAC "^ sinirj.sinJBC *** sinILl sinCfi ~" 

sin BC. cos^P + sinCil . cosBP + siuilll . cos CP =: ^). 



oder 



e) Nimmt man dio Punete A, B, C, P einander sehr nahe liegend an und be- 
f&cksichtigt blors die dritten Poienaeu ihrer gegenseitigen Entfernungen ^ so wird 
anBCe(mAPzs{BC—iBC^)it'^^AP*)ssBC-'^BCAP^-^C^, u. s. w. 
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Für 11 = 4 and p=^2 ist 

eoBJP.wmAQ » cobBP.üobBQ , co&CP.cobCQ 

BinAB.BinAC.nmAÜ + niaBA.BinBC ninBD "^ BinC;^.6iii(7ir.8inC;il 

-1- cosJPP« cos jpg ^^ ^ 
+ sinD^.sinDH.sinDC ~ "* 

fTur n SS 5 kanu man ;^ ss 1 oder ss 3 selzen^ u. s. w. 



Bei der jetzt mitgetheiileo Ableilang der trigoDometrischeii For- 
meiii L ttnd II. ms der algebraiscIieD iJL) wurde eine geometrische Be- 
trachtang mit za Hölfe genommen« Fände man dieses unstatthaft ^ da der 
Gegenstand der Untersuchong ein rein analytischer ist, so Icönnte man, ohne 
das Wesentliche des Beweises %u findern, folgendergestalt zn Werke gehen« 

Man drficke das Verbiltniis 

g— c g — d 

analog mit der in meinem baryc« Calcul (S. 183.) gebrauchten Bezeichnung 
durch (a, b, c, d) ausb Alsdann sind, wie dort (S« 184L), die drei aus 
{üy by e, d) durch gegenseifige Vertauschung zweier neben einander ste- 
hender Buchstaben entspringenden Functionen : 

8. (a, c, b, d) ^ i-^{a, b, e, rf); 

und hierdurch sind wir im Stande, nach und nach auch alle fibrigen durch 
Permutation der vier Elemente a, b, c, d sich bildenden Functionen durch 
{a, by Cj d) auszudrficken. 

£s ist femer (S. 18ft.) 

4. (a, b, c, d) (a, b, e, c) = («, *, e, d), 

wodnrch sich aus zwei Functionen, welche drei Elemente a, b, c gemein 
haben, das eine derselben c elimiuiren, d. h. die aus den vier übrigen Ble- 



Hiennit reduciri sich die obige Formel auf 

BC.AP^ ^CA.BP^ +AB.CP* = —i{BC^ + CA^ + AB^) = BO.CA.AB, 

wegen BO-^OA'^AB ss 0: eine bekannte Relation bei einem System von drei 
Paaoten Ä, B, C in einer Geraden und einem Yierten P anCBerhalb deraeiben. 
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menteo gebildele Function finden läCst^ und dieses mit Hälfe der Formeln 
(1.), (2.) und (3.); anch in dem Falles wenn die Aufeinanderfolge derEle« 
mente in den zwei gegebeneu Functionen irgend anders, als in (4.)) ist. 

Es folgt hieraus weiter, daüs maU; wenn drei Functionen gegeben 
sind I welche dieselben drei Elemente a, b, c gemein haben , z. B. 

(a, h, c, d) — Dy {a, b, e, e) = E, {a, b, c, f) = F, 

aus ihnen zwei dieser Elemente, etwa b und e, eliminiren und damit 
iHh d, e, f) durch J9, E, F darstellen kano. Ist noch die vierte Function 

(Jh *> Cy g) ^ G 

gegeben, so wird mau noch a eliminiren und damit (ß, e, f^ g) durch D^ B, 
F, G ausdräcken können. In der That findet sich 

{d, e, f, g) = (A E, F, G) (§. 18«.)- 

Sind folglich bei n Gröfsen a^ b, c, d, e, f, •««• die n — 3 Func- 
tionen D, E, F, .... gegeben, deren jede die drei ersten a, b, c und je 
eine der n — 3 übrigen Gröfsen d, e, f, .... zu Elementen hat^ so wird 
man aus diesen offenbar von einander unabhängigen Functionen alle übrigen, 
welche sich aus vier der n Gröfsen bilden lassen, bestimmen können (§• 187.); 
und dieses blofs durch wiederholte Anwendung des durch die vier Formeln 
(1.), •... (4.) ausgedrückten Algorithmus. 

Hat man folglich irgend eine identische Gleichung zwischen irgend 
welchen der aus a, b, c, d, e, f, .... gebildeten Functionen, und setzt man 
darin statt der letztern ihre durch D, Ej F, .... ausgedruckten Wertlie, 
so mufs die somit zwischen D, £> F, .... hervorgehende Gleichung eben-- 
falls eine identische sein, indem sonst durch sie eine Abhängigkeit zwi- 
schen den von einander unabhängigen D, E, F, .... ausgedrückt werden 
würde. Ohne daher etwas Näheres von der Art zu wissen, wie die durch 
{Ofb, c,d) dargestellte Function aus a, b, c, d zusammengesetzt sei, reicht 
der gedachte Algoridimns allein hin, um jede Gleichung zwischen solchen 
Functionen, wenn sie identisch ist, als solche zu beweisen. 

Wenn folglich bei einer, auf irgend andere Weise aus vier Elemeu« 
len zusammengesetzten Function die Relationen (!•), ,• (4.), welche jenen 
Algorithmus begründen, gleichfalls Statt finden» so mufs jede Gleichung 
zwischen Functionen der ersteren Art, wenn sie eine identische ist, iden- 
tisch bleiben^ wenn statt der ersteren die der anderen Art substituirt werden. 
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11. 

Sur le maximum et le miuimiim des figures dang le 
plan^ sur la Sphäre et dans Tespace en gen^ral. 

(Par /• Steiner, mcmbre de rAcademie de Berlin. ) 



Premier memoire.«) 

(Extrait da Journal des Math^matiqaes pares et appUqa^ea de Mr. LiouvüU^ tom. VI.) **) 



On oe 8*est pas assez applique jusqnlci a vaincre les difficaltes qoi se 
presentent qoaod on recherche les proprietes des figares g^ometriques qoi 
dooueut liea a des maxima et a des minima, ou da moios on n'a pas e(e 
heurenx dans les tentatives faites dans cede direction. Or il existe deux 
methodes pour traiter cette maliere: Tone d'elles; la ni6thode synthetiqae, 
repatöe insuffisante, a ete de nos joars presque entierenieat negligee; on 
ne s'est guere occupe que de Tautre, de la metbode analjtiqae, qae Ton 
croyait preferable sons tous les rapports. Mais il 7 a bien des cas oules 
regles generales que Tanalyse fourait ne condnisent ni directemeDt, ni faci- 
lemeot au but; il y en a d'autres oü eile' ne paratt pas propre a faire de- 
couvrir la cause, Forigine du maximum et du minimum; eile ne s'attacbe 
alors qu'a des proprietes secondaires, qui sont liees plus ou moins InflmemeDt 
a cette cause primitive, mais qui ne la constituent pas. U semble donc utile 
de cbanger de route et de recourir a l'ancienne möthode, mal ä propos 
abandonn^e« ^ 

Quoiqu'il solt impossible d'etablir un principe unique applicable ega- 
lement a toutes les matieres que nous aurons a traiter, on verra pourfaat 
qu'il existe un certain nombre de proprietes fondamentales , d'ou deooulent 
autant de series de theoremes, iutimement lies les uns aux autres. C'est 



*) Ce Memoire a el6 present^ ä TAcad^mie des Sciences de Paris le 15 mars 1841 : 
Tauteur Fa compose en laiigue allemande ; nous devous a l'obligeanöe de M. le docnteur 
JVcrihcim la traduction qu'on imprime ici. (J. L.) 

^<^) Lc aecond mdmoire faisatU suitc an premier, jjui a etS inwrimS dans le 
Journal de maih. de Mr. Ldouvilleß sera publik ipour la premüre fois}, dans wi 
des prochains numdros de ce jourt^al^ CQ*) - 
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aiusi qii'oa est sooveiit eoodait ä des (lieoremes qui iie saaraient Hre de- 
nioutres qa'avec une tres graude difficalte, quaiid ou \es aUaque isolement 
par la voie directe; par exemple, lea theoreiiies des o"" 62 et 65 du Mä- 
noire qui suit Les proprietes fondameiitales une fois etablies, les th6o^ 
remes en derivent, poor ainsi dire, comme d*une source conimuDe, qui laisse 
apercevoir leur dependauce mutuelle, ce que uous coiisiderons comme tout 
aussi importaut, tout aussi utile pour le progres des sciences, que la de- 
couverte möme des th^oremes. 

On doit a Lhuilier ^} les reebercbes les plus eteudues sur les 
maxima et minima dans la Geometrie envisages sous un point de voe ele- 
mentaire; la melhode synlhetique lui a semble mieuic eonveuir ä ce geure 
de reebercbes, En resumant tout ce que aes devanciers avaieut decouverf^ 
a partir des Grecs jusqu'a JR. Simson et autres^ il a corrigei avec sa sa-* 
gacite ordinaire, tout ce qui s'y trouvait de faux, et il a fait faire lui-mSme 
un grand pas ä cotie parüe de la science. 11 est bien a regretter que sea 
successeurs aient .cru devolr abandonner cette marcbe si naturelle; on cite 
bien quelquefois son ouvrage^ on lui empruute möme quelques exempleit, 
mais on neglige enlierement sa metbode; et ceux mömes qui tenaient encore 
a la syntbese geom^trique (Legendre, Hirsch, etc.)» tout en conservant aea 
tb6oremeS| ont rejete les demonstrations simples qu'il en avait donoees» 
Mais il est arrive de la aussi que la belle simplicite, Fextrdme elöganee 
des demonstrations s'est bien tot perdue, que Ton a cesse d'apercevoir la 
liaison intime qui subsiste entre lea tbeoremes, et que tout developpemeut 
ulterieur de ce(te doctrine a e(e ainsi arröte. Bien plus, seduits par la 
facilitö que doune le calcul pour resoudre certaines classes de questiooa 
relatives aux maxima et minima, quelques gepmelres ont nSme conseille 
Tabandon entier de la syrithese, pour se livrer uniquemeot a la voie plus 
facile de Faualyse. Mais c'etait exagerer dans ua sens, comme LhuUBer 
lui-mdme Tavait fait dans Tautre, quaud il pretendait que beaucoup de theo- 
remes ne pouvaient pas 6tre demontres au moyen du Calcul differentieU 
Nous croyous que les deux methodes, bien loin de s'exciure et de se re^ 
pousser mutuellement , sont au contraire iadispeasablea pour vaincre lea 
grandes difficultea de la matiere, et conduire ainsi a la selulioD dea ooi»» 



«) De relirtiane tnntuA cupaeitatis et terminümm figurarum, ete. Kare&vim^', 
£782; et Abr^gi d^IeopMm^trie dUmeiitfüre, ete.' 
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breox problemes qui resteut enoore i (raiteri noe foin le bot atieint, il «era 
toiyoars temps de comparer entre eliea ces deux inethodes et Jes Services 
qa'eUes auront pa reodre^ 

Aocane branche de la Geoiaetrie ne parait Miiniae eo efiet a aataot 
de difficuhes qae celle* dont il s'agit: quaiid on croit avoir iroave une m^ 
tbode directe et geuerale, oo rencoutre a rünproviatö^ a ebie de problemes 
trea atoiplefl; dea problemes qu'elle aborde k peiae ou möme qa'elle oe peot 
paa reaoudre ; et iei le succea depend telleaieat da poiot de vae aaqoei on 
8e plaee, qae aouveat des difficnites qui paraissent iaiBRirinoofablea par eer« 
taios moyeus, disparaisseat des qu'on lea attaque par «o antre en qoelqoe 
Sorte trivial Tel est, par exemple, le theoreme da o' M, relatif aax figo» 
res spheriqaes. Et eeci est egalemeat yrai poHr des Byst^sies eatiers de 
proposItioDS eomme poar des theoremes isöles. 

Je peuse avoir cboisi la roate la plas avantajgease poor eertaioes 
classes de maxima et minima j car je suis parveuu ä des theoremes foii- 
damentanx, .d'ou un graiid nombre de solutiona decooleut d'uue maniere 
elegante et faeile; mais il est bien des questions, priucipalement payrmi Celles 
relatives aox fignres dans Tespace, dont la Solution m'a echappe et semhle 
exiger des mojens nouveaux. Cest pour ce cad surtout qne les deux mö- 
thodes se reuniront avec avantage;* la m6tbö9e sr^tBätique aura 4 fonrnir 
des bwires solides, a etablir les tböoremcis fondamentaux, a montrer enfin a 
Fanalyse le cbemin qu'elle doit suivre pour pouvoir deployer librement 
toute sa force, et pour discuter uUerieuremeut les queslions proposees; aussi 
est-ce la lamarche que Ton a g^nSralement süivie sans toujours Tavouer. 

J*ai dejä publiö plusieurs extraits de mes rechercbes concernant les 
maxima et minima en g^ometrie^). Le Mömoire suivant a pour objet 
les relations entre les aires et les perimetres des fignres dans le plan et 
sur la sphere; il a trait ä la premiere des cinq methodes qae j'ai suivies 
dans ces rechercbes, et qui toutes sont applicables aux figuresr planes. 
Quoique ces cinq methodes ne different qne par la marche des raisoune- 
ments qui conduisent au theoreme principal, on ne peut pourtaiit se passer 
de leur concoors commun, car tel theordme qui s'offre de Ini^möme, quaud 



^) Voyes le Journal de Hr. CreUe, et les MAnoire$ . de TAeadimit de Berfiu ; 
les extfaits de qäelqoes Memoires inedit^ se trouvent aässi däiis les Comp f es rcndus 
de ceUe Acadteia . :- ^ ; 
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OB mii raoe des meAodw, ne poiimit Mre trooye par aacone des sotreB 
qa'mvec la pliur grande difficidte. La seooude de ces cioq m^llrodea i^ap-- 
pliqoe egalement aox figares spberiqnes; mais noos aeroBB obligte de le- 
coflrir BBX troiB deniierea poar traiter le cas de Fespace d*one nuuiiere en 
quelqoe aorte BBalogoe. 

La preauere methode ooBsiste a etablir d'abord deax theoreaea foo- 
daaeatBox de la ploa grande simplicitey et d'oä decoole an th^ortae qoe 
BOBS BOfluaeFooa prmdpal, parce qoll aerC de base a toot ce qoi aait: ob 
vena par-la qo^fl eziate nne liaiaou particnliere et iolime eotre lea fignres 
sBsoeptibles d*BB BiaTinrnm ob d'on mininiBfli, ootamBieut qo'ellea eatreiik 
coBune partiea coBaütatives de la figare a laqoelle le theoreme priadpal se 
rapportOy et qoe lea foBdeBents aar leaqoela celBi-ci repose peaveat ig^ 
lemeot servir a en deaiontrer tfantrea beaocoop plaa oompliqneai et Uen 
plaa diflicilea en apparesoe. 

Des figares fdanes et spheriques. 

^ L Thearhnes fandameHfmux mht les figurcM planes. 

U hemme. Lea aoniBiets de tons lea triaaglea laoscelea oonatraiCB 
aar la m&ne base, se tronyent aar la droite qui paaae par le aulieB de la 
base et qoi eat perpendicolaire sor eile; de denx qoelcoaqaes de oob 
trianglea, celai qoi a le plas graod perimetre a aossi la plos graade aire^ 
et reciproqoemeot. 

2. Lemme. Les aorfaces de toos les triaogles eonstroits sor la aifnwj 
base sont eotre elles conuae leora baotenrs, et reciproqoeoieBt. Locaqae 
les Iriaogles soot eqoivaleots, lea sonmets sont sor ooe droite parallMo 
ä la base. 

Premier th^vrhme ftmimmentmL 

3. i\ Emire Ums les trkmgles isoperimelres H de mätie I«m Se 
trian^le isoseele eet tm nummaoB. 

^. De deux de ces trkmgUs, cehd pd aurm tmn§te le phm fetü 
QU le phts grmkd ä la base, ou biem dant ftm des cötes aerm le phm peUi 
au le plus grand^ sera le plus pelit tui^tm^e, et reüprofuememL 

DmionstraÜon. V. Soieot le Iriangle isoseele ACB et 1 
isoseele ADB (PUmeke I, fy. 1 ), eoostroils sor la mtee baae^4ll> 
OB mtee teiapa AC'{'BCssAD^BD; poisqa'il j a toojoara aae 
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AEBy qnt est comnrane aax deax triangles, le Ibeoreme sera d^montre 
qoand on aura promrö que Fou a triangle AEC^BED. 

L'angle a est egal a Fangle ß, done od a ß>>7 et AE^ BE. 
Faiaona EF s=s EB, et preDons sar la ligne EC, EG = ED; je dia que 
le point G doit necesaairemeDt tomber entre C et E. Car sopposons qoe 
G tomhU en C, alora ED etant egal ä EC, les deux triangles BED et 
FEC aeraient dgaux, d'ou resulterait FCssBD; en m6me tenips la iigue 
DFserBit egale ajBC/ done (paiaqnepar hjfothe9eAC+BCs=:AD+BD) 
ou aarait BD^AFeszFC+AFfs^AC, c'est-a-dire que la eromme de 
deux eötes d'on triangle aerait egale an troisieme, ce qui est impossible» 
Le point G peot eneore moina tomber au-dela deC^ par exemple en Hj car 
on aarait alors, par les mdmes raisons, AF-^-FH+HC ss AC, c'est-ä-dire 
qoe la ligne brisee AFHC serait egale a la droite AC. Done le point G 
doit tomber entre E et C. Cela etant, on a ttinngle FEG ^ BED; done 
triangle AEC^ BED f done anssi le triangle isoseele^C0 est plus grand 
que le triangle non isoseöle ADB. 

%\ Soieut ACB, ADB {flg. 8 ) deux triangles isoperimetres quel- 
conques de mtoe base; designons par 7 le plus petit des quatre aiigles a 
la base, ee qui exige que 7<Cß; nous pourrons demontrer eomme nous 
Tenons de le faire (1^) que triangle ADB i^ ACB, c'est-a-dire que le 
triangle qui a le plus petit angle a la base est le plus pelit. — On peut 
prouver de mdme que le triangle ADB est plus petit que le triangle ACB, 
quand on suppose que $ est le plus grand des angles, ou que BD est le 
plus petit des cötes, ou enfiu que AD est le plus grand des cötes. Pour 
cela il suffit de demontrer que Tbypotbese precedente y<[ß entraine ue- 
cessairement ces trois conditions. Pour prouver que ^ est le plus grand 
des angles, c'est-a-dire pour prouver qu^on a ^'^a^ retoumons le triangle 
ADB de maniere a lui faire prendre la positiou AD^B dans laquelle les 
angles 7 et ^ tomberont en 71 et ^1, on aura 7^7^, ^=s^^; le sommetZ^t 
doit uöeessairement tomber au*dela du cöte AC, puisqu'on a ß^7i (=7% 
d'apris cela on voit que ^1 sera plus grand que a, done £">> o. Pour prou- 
ver que BD est le plus petit et AD le plus yrand des quatre cdtes, j'ob- 
serve que AD ne peut dtre ni egal a ^C^ ni plus petit que AC, en sorte 
qu'il faudra que AD seit plus grand que AC et par suite BD <Z BC. 
D'abord si Ton admettatt que AD föt egal a AC, alora BD serait egal a 
BC, et le triangle ADB serait egal au triangle ACB, ce qui est impoa- 
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sible. £n second lie«, m Fod nrtut AD <:AC, il es ramkeniit 1711 >liC, 
et dans le triangle ACD FaD^e ACD devrak dtre plus petit qoe Taagle 
ADC; en mSme tempa dans le triaogle BCD od aorait angle BCD ^ BDCf 
ce qoi est impossible. 11 a'eurak que AD ^ AC et J7D ^ Bd Ob 4e- 
fliontrerait de la m^me maiiiere qne Ton a BD^ ^ BC, AD^ <[ AC, o« 
bieu AD>BC, BD<iAC. II est donc proave qn'en elfet HiD est le 
plas petit et AD le plos grand des qnalre cötecu — On proaverait per 
one deoionstration aemblable que reciproqneaient chaenne de ces troia eoa- 
ditiona entmine la preniiere, savoir, y ^ßy et par auite^ trian^e ADB 
ACB, et qne de mdme rexisteuce de cea qnatre relations est niie co 
qvence necessaire de la snpposition triangle ADB ^ACB. 

On Toit qae la seconde parfie da tbeoreaie (8\) renfenne comaie an 
eas special la premiere (1^)^ qoi est Fenonce da maximom. Chacoae dfe 
ces parties nons sera ntile dana la suite. 

4. EtUre toua Us trianglea de mime haee et de wiime eurfaee, U 
irioBgle isoscile est celui qui a le plus peüt perimelre. 

Demonstration. Seit G le triangle isoscele et 17 mi triangle non 
isosoele qaelconqoe de mdme base et de m^e sorface; designons par Og 
nn autre triangle isoscele, constroit snr la möme base, et dont le perimetre 
seit egal a celni de U: on anra (3) Gi >> U, et (pnisqoe 17 s= &), Gi ^ Gf 
donc (1) perimetre Gg >> perimetre G, on bien perimetre ü >> p^rinidtre Gm 

5. Entre Ums le triangles de mime perimelre^ le triangle /yila 
teral est un maximum, et reaproquementt entii^ toms les trumgles de müs^e 
sur/Uce le triangle iqnilaleral a le plus petit perimetre. 

f^ Dmionstralkm. Le triangle maximnm correspondant an periaietra 
donne doit tonjours dtre isoscele^ qne Ton prenne tel on tel de aea odCea 
pour base; donc ses cötes pris denx a denx'doivent dtre eganx; dono les 
trois cötes sont eganx entre enx. 

Cette demonstration ne laisse a la v6rit6 rien a desirer sons le rnp- 
port de la justesse et de la rigueur; mais eile est incomplete ea ceqs'elle 
ue moutre pas clairement aux jeux poorqnoi denx triangles de ndne pM- 
metre etant donnes, dont Tun est equUalerai, Tantre non equilateral, le pro^ 
mier est plos graud que le second. Ponr remedier a cet incoavenieBl^ 
Lhmlier a donne une demonstration par laqoelle on s*a|^Nroche de plu 
plus du triangle eqoilateraly en transformant indefiniment le triängto 
equilateral donne en triangles isosceles de mdme perimetre; awis cette de* 
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noDBtration a'est paa iion plus abaolnment aatisfaisante. Xai ikchi dia com^ 
bler cette lacaue pAr la deaionatration aoivaote: 

8"* DSmonetratkm. Soit donnde an triaugle do» iaoacele quelconqae 
Uf coDstniiaona aar le cdt6 le jriaa grand, priss poar baae, oft Mangle 
iaoacele 6 de nidme perimötre; on aara (3) G^ü: repreaentona ce triangle 
O par ABC (fy*S). Par hypothöae la baae AB est plaa graode et eba» 
can des cötes AC et BC plaa petit qae le tiers da perimetre. Sott donc 
la partie BD de la baae egiUe aa tiers da perimetre; prenoaa sur le pro* 
longemeut da cöte adjacent BC le point B tel qae le triangle DEB aoit 
iaoperimetre aa triangle ACB; on aara DE+EC^ssAD^^^AC (poisqae 
SD et BC appartieuuent aax deax perimetres). BC etant plaa petit qae 
le tiers da perimetre, il a'enaait BD ^ BC et l'angle x ploa grand que 
rangle r^ easnite aagle ADC>ECD, d'oa triangle ECD>ADC (3, »U 
et eufin DEB >» ACB, oa triangle DEB plaa grand qae triangle G. Soit 
maintenant le triangle DFB eqoilateral et par auite ayant un perimetre 
^gal a celai de DEB (oa & et 17) dont BD est le tiers; alora on a 
triaugle DFB > DEB (3), donc DFB >G, et ä forOori DFB >U.^ 
Cette demonstration est 4irecte et rigoureuse en möme tempa. 

Le tbeoreme reciproque se demontre facilement par voie indirectav 
eomme le precedent, on bien il peat ^re deduit de eelui«ci;: 

Seeond th^orimf fimdamentai^ 

6. Emire ioue lee trianglee caneirmte avec deux cdfee io$mü, celui 
dans lequel cee deux cötee seront perpendiculiuree Vun ä Tautre sera un 
maximum. 

Demonstration. Si Ton preud Fun des cdt6s donnes poar base, la 
aurface du triangle augmente quand la hauteur angmente; or celle-ci est 
la plus grande possible, quand eile est ägale ä Taulre cöte donne, c'est* 
ib-dire qoand ce cöte est perpendiculaire ä la base. 

II 7 a une demonstration de ce tbeoröme plus analogae a edle qui 
conceme les triangles sphöriques (14). La voici: 

Seit AB (^fiff. 4) Fun des cötes donnes pria pour base fixe; les 
aommets de toos lea triangles que Ton pent constrnire avec lea cötes den» 
nees, aont aitu^a dans an cercle FCG, qui a le point A poor centre et 
Tautre cöte AC pour rayon ; tirons les droites FG, DE, . • • parallelement 
a la baae AB; ellea rancontreront en g^neral le cercle en deux pointa» 
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Ces poiuts de renconlre sont les mmmets de deox Iriangles eqoivaleiite, 
coDstniiUi arec les cölea dounes, par exemple des (riaiif les ÄDB et JJBBj 
Taire de ces triangles devient d'autaiit plus grande qae la parallele est plus 
eloignee de la base, et il est clair que cette distance est la plus graode 
possible quaud la parallele est langeute en C; mais, dans ce eas, U a'j a 
qo'ao sed triangle ACB: daos ce (riangle, qui est on maximiuB, les o6tM 
doanes AB et AC sont perpendiculaires Ton ä Taatre. 

7. Entre tous les triangles dornt la eomme de deux cötie est dam^ 
nee, celui dans lequel ces deux cötäs sont Sj/anx H perfendkuUites tun 
ä Fautre est tin nuiximum. 

Demonstration. Qae roo repartisse la somme donnee, comne Ton 
voudra, sor les deax cdtes^ le Iriaagle maximam sera toojoors celui qvi 
aura ces deax cötes perpendicalaires Ton ä Faatre (6)) il ne reste done 
qo a demoutrer qoe le triangle isoscele est le plas graud de toos ces 
triangles rectangles. Imaginons poor cela an triangle isoscele constmit aar 
rbypotcuuse de rna de ces triangles rectangles non isoscelesi et doot la 
somme des cötes seit la mdne ; il sera plus graud qae le triangle non isoscöle^ 
niais plns pelit que le triangle isoscele rectangle, dont les edles de Tangle 
droit sont egaax a nes cötes. 

Bemarqaons encore que le produit de deux parties d'une droite doiii» 
uee est le plus grand possible, quand ces parties sont egales, ou que le 
rectangle est le plus grand des parallelogrammes ä cötes donnes, et qu^entre 
tous les rectangles de möme perimetre le carr^ est un maximom. 

§. IL Tkeoremes fondameniaux pour les figures spkeriques. 

8. Lemme. Les sommets de tous les triangles spheriques Isosceiea 
de mdme base se trouvent sur le grand cercle, qui est perpendicolaiie h 
la base en son milieu; de deux quelconques de ces triangles celui qoi ^ 
le plus grand perimetre est le plus graud, et reciproquemeut 

9. Lemme. L'aire d'un triaugle spherique de base donnee est tfaii- 
taut plus petile ou plus grande que le cercle qui passe par son sonuaeC et 
par les points diametraleineiit opposes aux extremites de sa base^ est alee 
ou moius incline sur ceite base (c'est-a-dire seien que Tangle forme per 
ce cercle et la base est plus petit ou plus grand). II s'ensuit que les aoiH 
mets de tous les triangles de meme surface se trouvent aar un m^me cerale^ 
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et reciproquemeut ^) , et qoe tout autre triangle a une aire plus petite oo 
plas graude que ceox-ci, selon que son sommet se (roave dans Tespaee 
oompris entre la base et le cercle, oo bien ao-dela de ce cercle. 

10. Leuune. Quand des cereles se toucheot sar la surface de la 
spbere, lear poiut de contact se troave sor le mSme grand cercle avec 
leurs pdles, de maniere que le grand cercle qai passe par deux de ces 
poinls, passe necessairemeot par le troisieine. 

Prtmer tkiorhne fondawientah 

IL L Entre tou$ les triofißles spheri^es de m^ne baee et de 
mime p^metre, le triangle isoscele est un fnaxhnum. 

11. Entre deux de ces triangles, celui qm a t angle le plus petit 
ou le plus grand ä la base, ou dont Fun des cötes est le plus petit ou le 
plus grand y est le plus petit lui'-mSme, et reciproquement. 

La demonstratioD de ce tbeorenie ressemble parfaitement ä celle du 
tbeoreme analogue (3) ; on n'a qu'a remarquer qoe les triangles spberiques 
correspoDdauts aux triangles plans BED et FEG {fig. 1) ne sont pas 
egaux, mais sjmetriques } ce qui ne nuit en rien au raisonnement (deux 
triangles sjmetriques peuvent toojours d'aillenrs dtre divises eo parties 



*) Voyez le Tome 11, page 45 de ce Joarnal. — L'histoire de ce thSoreme 
presente une eiiigularito a^ez remarquable. Da ä Lexellß ce ih^orime n'a 6i6 geni- 
ralement connu que par les Elements de gSometrie de Legctkdre qui, tout en Tattri- 
buant k Lexeü no le donne que d*uue maniere incomplete et parait avoür ete suivi par 
tooa les auteurs qui en ont parle apres lui. Ayant ete conduit dans le Memoire cite a 
reconnaitre: ß,que le petit cercle lieu des sammets de tous les trUuigles eauivalents 
construiis sur la m^e base passe toujours par les deux points diametralement 
oppos^s aux extrAmtes de la base/* je devais donc croire que ce complement in- 
dispensable pour les applications que j*avais en vue, n*etait pas connu, et je fiis con« 
firme dans cette erreur par tous ceux qui s'occuperent plus tard da mdme sujet, Ce 
n^est qae recemment que Mr. lAouville, qui avait rendu eompte do prteent Memoire 
ä TAcadSmie des sciences de Paris, ayant eu l'idee de recourir au Memoire original de 
Lexell (Nova acta Petrop. Tom. V. pars prima) a rcconnu que ia proposition dont il 
8*agit y est enoncee d'une maniere compl^te et demontr^e de deux minieres diffcrentes. 
On ne saurait deviner ce qui a pu porter Legetidre ä mutiler le theoreme donne par 
Lexell et Ton doit ^tre d'autant plus surpris que cetto circonstance seit restee si long- 
temps inapperf ue, que la mime proposition a fait le sujet d'un Memoire d*Euler (Nova 
acta Tom. X.) oü eile se trouve demontree d'une maniere tres Elegante, et purement 
geometrique. J'ajouterai que la demonstration donn^e par cet illusUre g^ombtre a beau- 
coup d*analogie avec celle que j'ai indiquee Ion de la premiire pobKcation du pr^ent 
Memoire dans le Journal de Mr. Idouville et qui est fond6e sur des considSraüons 
qui appartiennent k !a geometrie p, trois dimensions. 

Crelle^s Journal L d. M. Bd. XXIY. Heft 2. 14 
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egales). Cette remarque servira de mdme poar les cas raivaotai dam Im-* 
quela une differeoce pareille se kit remarqaer. 

12. Entre tow les triangtes 9pkeriques eguivalent^ et ie mSttß 
hMe, h triangle hoscele a le plw peüt perimetre. 

La demonstration de ce tbeoreme est cooforine a eelle do theoreme 
analogae doonee ci-dessos (4)« 

13. Entre Urne lee trianglee spheriquee de mAne permetre, U iri^ 
angle eqmkUeral est un maximumi et entre toue lee trianglee epkdriqum 
dquivaletUe, le triangle iqtiilateral a le plus peüt perimetre. 

Les demonstratioDS donnees ci-dessiui (5) soot pareiUement applh» 
cables a oe theoreme. 

Stcoud thSorhu famdamenM. 

14» Le triangle maximum entre eeux qne Ton peut coneirmirs 
avec deux cötes donnes, est celm dans lequel Tangle des demx eäfde eef 
egal ala somme des angles ä la base, ou dans hifuel la hose est un dUhr 
fnetre. du eercle circonscrit. 

Demünstration. Prenous Fan des cötes donoesy par eiMiiple AC 
ifiS*^) poar base fixe; alors le liea geometriqae dessomiuets des triauji^ 
sera uq eercle DBE, dont A est le pole et doot le rayou spheriqoe est 
^gal a Taatre cöte doone AB. Soint Ai et Cg les pöles respectiTenwiit 
oppo»es a ^ et C Cliacuo des cercles qui passent par Ai et Ci est le 
lieu geometriqae des sommets d'on Systeme de triaogles equivalents, oon* 
stroits sur la base AC (9); s'il rencontre le eercle fixe A en deux poiiits 
Dß Ej ces deux poiiits serout les sommets de deax triaiigles ADC et AEP,- 
qul sont equivalents et ont pour cötes les cötes dounes. Remarqaons ^n 
passant qa'il s'ensuit: ^ti'a chacun des triangles qui peuvent elre canstrmts 
avec les cötes donnes correspand en general un second triangle egtdvalent. 
L'aire augmente ä mesore qoe le eercle, liea geometriqae, est moios indine 
sur le plau de la base AC; or ce eercle doit d*aiileurs reacontrer le eercle 
fixe A: 11 fera donc avec la base le plas graiid äugle possible qoand il 
ne toucbera le eercle fixe qa'en uu seul point B; douc le triaogle ABC 
est un maximom entre toos les triangles qui out les memes cötes doiiiies» 
Le pole F da eercle taugent se troave sur le prolongement du c6te AB 
(10). Puisque FA^=:FB ssFCi^ ooaura, dans le triangle AfiCi^ yisa 
ai+ßi; maisona a-f-ai = y-f-7i = r (parce qpe a^ 71 sont eggmi: ||i|x 
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aDgles sopplementBires de a et 7) et 0i = ß; donc 

a = ß-fy^ 

c'est-a-dire que dans le triangle inaximnm ABC, Fangle a qoi est forme 
par les deax cötes donn^s AB et AC est igel ä la somme des deox autres 
angles ß + 79 ^^ V^^ ^^^^ d'abord ä demontrer. Ensoite divisez Fangle a 
an mojen d'un grand cercle AG, de maniere qo*on ait BAGazß^ CAG 
t=s y ; alors on a AG = BG = CG, doDC G est le pöIe et BC le diametre 
da cercle circonscrit au triangle ABC, ce qai demontre la seconde partie 
du tlieoreroe. 

15. La somme des deux cöies d*un triangle sphirique etant don^ 
nee^ le triangle maximum est celui gut a ses cötes egaux et formant erUre 
eux un angle egal ä la somme des deux autres angles. 

La demonstration de ce tbeoreme est parfaitement aemblable a celle 
da tbeoreme analogae sur les triaogles plans (7). On poorrait de mgme 
ajooter des coroUaires aoalogaes sar les qaadrilateres spberiqoes. 

%. ni. ThSordmes plus gSndraux eoneemant les figures planes et spheriques. 

16. Neos venoDs de montrer, en ce qoi coDceme les triaogles plaos 
et spberiqoes, combien il est facile d*enoDcer les tbeoremes d*ooe maoidre 
aoalogoe et de mettre les demoostratioos en parfait accord; cela sera toot 
aossi simple poor les tbeoremes et les demonstrations eoneemant les aotres 
figores. Seolement, poor plos de brievete, nous ^noncerons dans la soite 
en m6me temps, et les tbeoremes sor les Agares planes, et ceox sor les 
figores spberiqoes, 00 do moins on y soppleera par la pensee tootes les 
fois qoe les expressions ne conviendront qa*aox figores planes» Xai mdme 
täcbö d*arranger les demonstrations de maniere a ce qo^eUes poissent servir 
indistinctement, et presqoe sans cbanger d^expressions, poor les figores planes 
et spberiqoes; mais partoot oa il y avait one difference essentielle , je n'ai 
pas manqoe }e Fiudiqoer, et de la discoler mdme. Poor mieox saisir Fori- 
gine generale de ces differences, remarqoons, des ä present, qoelqoes-ones 
des proprietes des figores spberiqoes et one relalion particoliere qoi existe 
entre elles. 

L Le perimetre d*on polygone spberiqoe convexe est, en general, 
ploa petit qoe le grand cercle qoi est sa Umife; de möme (la spbere etant 
donnee ) Faire 00 la somme des angles de ce polygone ne peot pas devenir 

14* 
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c'est-ä-dire que pour deux figures spheriques polmres lanmme du peri- 
metre (u) de Tune d^ettes et de Faire (P de Tautre est ^al ä quatre. 

Les coroUaires suivants decoolent de cette loi: 

Quand Tune des deux quantUü u et f dement un maximum ou t/n 
minimum, Tautre devieni en mSme temps un mimmnm ou un maximum. 

Quand la rectification ou la quadrature d'wu courbe spherique 
peut Stre ex^cutee, alors la courbe polmre est respecävement carrable ou 
rectifiable, et dans U cos coniraire eile ne Test pas. 

En reetifiant ou en carrant Tune de ees courbes, on obtient si$nuU 
tanement Taire ou le perimelre de Tautre y etc. 

Theoreme principal. 

17. Entre toutes les figures isoperimetres planes (ou spAeriques), 
le cercle est un maximum; et reciproquement entre toutes les figures planes 
equivalentes , le eercle a le plus petit perimelre. 

DAnonstration. II est clair qu'il y a one infiuite de figures d'un 
perimetre donne qui out diverses fornies et diverses aires. Ou comprend 
de mduie qoe Taire poarra devenir aussi petite qu'on voudra, mais non pas 
aussi grande qu'ou voudra^ puisqu'elle resle ^videmment toujours ooniprise 
dans Fiulerieur du cercle decrit d'au des poiols de son cootour comme centre 
avec un rayon egal a la moitie du perimelre donue. Mais puisque des 
figures de perimetre donne peuvent avoir difierentes aires, saus pouvoir 
toutefois grandir iudefiniment, il faut qu'il j ait entre elles une figure maxi- 
mum ou plusieurs maxima de differentes formes, c'est-a-dire plusieurs figu-* 
res de difierentes formes et d'une mdme aire, plus graude que celle des 
autres figures. Remarquons encore qt£une figure dont Taire peut etre 
agrandie sans changer de perimetre, riest pas un des maxima. 11 s'ensuit 
que chaque figure maximum est convexe, et qu'elie ne peut pas avoir de 
lignes droites dans son perimetre, ou da moins qu'il ny a pas deux lignes 
droites consecutives, car eile pourrait encore devenir plus grande dans cha- 
cun de ces deux cas. 

Seit EFGH (fig. 6) une des figures maxima. A chaque point A 
du perimetre correspond un second point jB> place de maniere que ces deux 
points divisent le perimetre en deux parties egales, de sorte qu'on a, quant 
k la longueur, ligne AEFB es AHGB. Supposons que Aei B aient cette 
propriöte^ alors la drbite ^B.divise de rodme Faire de la figure en deux 
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parties egales, car ai Tune d'ellea, par exemple AHGBA, etait plus gnuide 
que Taulre AEFBA, od poorralt transformer la aeconde en la rendant egmle 
a la preniiere, ptiisqa'ellesr aont isoperimetres et qn'elles ont la base AB en 
comman; Faire de la figure entiere ae serait ainsi accrae »ans changer de 
perim^tre, ce qai serait eoiitraire a Thypothese; donc les deux parties doi- 
vent £tre äquivalentes. Si elles etaient de diflerenfes formes, od poorrait 
cbanger Tone d'elles, par exemple AEFBA, de oiaDiere qn'elle devieone 
symetriquement egale a Tautre AGHBA, la ligDe AB etaut Faxe de sy- 
metrie; et la fignre Douvelle, composee de ces deux parties, serait eqoi- 
valente de perimetre et d'aire a la (igure primilive; eile serait doDC aossi 
une des figures maxiuia. AdmettoDs donc que AEFBA soit la partie trans- 
formte devenue synielriqne a AGBBAj il s'ensuit que le proloDgement de 
la perpendiculaire DM, abaissee d'on poiat qoelconque D du demi- perimetre 
ABGB sur Taxe AB, rencontre Fautre moilie AEFB en dd poiot C equi- 
distaot de Faxe, de maniere qu'on a DI=CI, et qoe les (riangles ABB 
et ACB sont egaux ou symetriqoes. Si les aogles bomolognes D ei C 
daus ces deux triaiigles n'etaient pas droits, od ponrrait agraodir simnlt»- 
nemcDt Faire de ces triangles sans rien cbanger a la longueur de leora 
cöt^s AD et BD, AC et BC (6), ni ä la grandenr des segmenla de la 
figure, ARD, DGB, BFC, CEA; la base commune AB cbangerait seale; 
mais par-Ia Faire de la figure entiere deviendrait plus grande (pnisque le 
qnadrilalere ADBC en fait partie), sans que le perimetre cbangeAt de 
grandeur, ce qui est contraire a Fhypotbese; donc les aogles D et C sont 
des angles droits. Et comme en laissaut les pointa A ei B fixes, D peot 
representer un point quelconque du demi- perimetre AHGBß il s^ensolt qoe 
la figure en question est un cercle. II est vrai que la moitie ABGB de 
cc cercle appartiait seule a la figure primitive, et que Fautre moitie AEFBA 
de Celle -ci ponvait dtre de forme differente; mais puisqne, comme doos 
venons de le demontrer, la moitie nou cbangee de la figure est toojoare 
un dem! -cercle {AHGBA) ^ puisqu'en outre on peut cboisir afbitrairement 
et les points de divisiou A et B, et la moilie qui doit rester iovariable, la 
figure entiere ne peut dtre qn'un cercle. II u'y a doDC pas pludeurM 
figures de diflerentes formes ayaut la propriete d'unir la plus grande aire 
possible a un perimetre donne; il n'y en a qu'uue seule, le cercle. 

Remarques. L Le thöoreme reciproque se deduit indirectement de 
celui-ci. II en est de möme pour la plupart des Iheoreraes reciproqoes 



ii. 8t ein er ß ear k maximum et le ftUmmtm tfee Hfuree. 107 



doDt pous aorons a neas oocuper daiis la auife; c'est poarqaoi leurs 
fttonatrationa aeroot toQJoqrs sow^entendaes. 

II« Bappelops eocore icj\ eu ce qai conceroe les figurea apheriques^ 
qua toatea lea foia qae Tou aura recpura a oii tbeoremei foodatneutal qu 
aotre, concernant lea figares planes, poor en deduire une deiuoiistralioQ, oii 
devra avoir ögard en möme tempa aa tböoreme aoalogue äur lea figarea 
apberiqoea« Ayant, par exempley dömootre ci-deaaqa qae daoa lea tri- 
aoglea .MiB et ACB lea aoglea D et C aoot droita, on eo conclora poor 
lea figqres apheriqoea, qae cbacpn de cea angles eat egal a la aomme dea 
apglea a la baae (14). 

18. Le tbdoreme qua noaa Yeoona de demootrer (17) nierite ea effet 
le nom de (beoreme prin^pal, car U cootieiit, il resaqip poar aiuai dire lea 
pripdpea lea ploa eaaentiela a la aolation de la plopart dea queaUeaa cou- 
oeroant lea maxima et les miaima d'aire, de perioietrei etc., dana lea figures 
plaaea et apberiqaes. Les solotions qa'oa eu tire poar ces qaestiona sout 
mdoie aussi uaturelles, aassi ainiples et aossi inunediates que possible, car 
elles derivent gradaellement da t|ieoreme priDeipal, dpnt ellea fout pour 
ainsi dire partie, oa platöt elles se presentent comme des tbeoremes aar lea 
difiereutes partiea de la figore qai eu est l'objet. Oe uiöme qae le cerele 
a la double propriele d*avoir entre toates les figares isoperimetres pu equi-» 
valentes respeetivement la plus graude aire oa le plua petit perimetrOy de 
möme aea differentes partiea aout doaees de proprietes semblablesy des- 
qoellea ces tbeoremes decouleot. Ainsi ces tbeoremes sont lies avec le 
tiieoreme principal, de teile maniere qu'ils eu deriveut coqime des coroUai- 
res, oa du moius que leors demonstrations en resulteot pour la plüpart* im- 
mediatement. Et pourtaut quelques -uus d'eulre eux offriraieut de grandes 
dißicultea si Ton essayait de les demontrer isolement et independamment 
du tbeoreme principal; c'est la, je crois la raisou pour laquelle ils n'ont 
encore ete euouces ui demootres par personue, que je sacbe. 

11 serait utile d'adopter des denomiuationa fixes pour les differentes 
parties dans lesquelles le cerele lui-mdme et Tespace qui Tenviroune peuvent 
itre divises au moyen de cordes, de secantes et de tangentes, et de poser 
certaina lemmes prelimioaires; cela nous aiderait a enoucer lea tbeoremes 
suivants avec plus de facilite, et a les manier avec plus de sürete. Mais 
cooime la discussion complete de cea matteres nous menerait trop loin, 
ppua n'ep präsenterons ici ^u'pne legere esquisse* 
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On a donne les noms de segment et de secteor a cerfaiaes parties 
de Taire du cercle; il faudrait de mdme consacrer des denominatioos ape- 
cialea aux parties qoi sont limitees: 

a) par plasieurs cordes et les arcs iutermediaires ; 

b) par plusieum angles circonscrits et les arcs intermediaires ; 

c) par des cordes et des angles circonscrits et les arc intermediaires, etc* 
Xai cboisi respectivement les expressions suivantes: 

a. partie de cercle entre n cordes f 

b. partie de cercle entre m angles circonscrits; 

o. partie de cercle entre i\ cordes et m angles circonscrits, etc. 

II resterait encore a recbercher sous quelles conditions chacane de 
ces parties de cercle sera delermiuee, oa bien, si Ton suppose certain» 
elements donnes, quelles serout les limites entre lesquelles les autres 616« 
ments seront renfermees, etc. On peut snivre daas ces recbercbes one 
marcbe toate geometrique, en fai^ant varier le cercle oo ses elements d'une 
maniere continue; on parviendra aiusi a se convaincre par Fintuition imme« 
diäte de Texistence de certaines relatious, et de propridles qui sont con- 
tenuea dans les theoremes auxiliaires dont nous venons de parier. Neos 
les pourrons donc supposer connus dans la suite, comme on le fait habi- 
tuellement pour quelques- uns d'entre eux; par exemple, on suppose qu*il 
y a toujours un cercle auquel un poljgone de cötes donnes peut 6tre inscrit. 

Pour faire mieux comprendre ce que nous venons de dire, nous alloua 
traiter de la maniere indiquee la partie de cercle la plus simple, le segmenu 

V. L'aire du cercle est divi2$ee en deux segments aa et aß {fisf*7) 
par uue corde quelconque aj le plus petit de ces segments peut Stre nomme 
Segment a anßle aigu, et Tantre segment a angle obtus, lesquelles denomina- 
tious sont empruntees aux angles que la corde forme avee Tarc. Segment 
rectangulaire est donc synonyme de detnicercle. 

2% La corde a et le cercle K etaut donu6s, les aires et les arcs 
(a, ß) des segments restent constants, pendant que la corde change arbi* 
trairement de position. 

3^ La corde a etant seule donnee, lorsque le cercle grandit oo di-» 
minue, Tarc le plus grand ß varie dans le mSme sens, tandis que le petit 
arc a varie en sens contraire, et les aires des segments augmentent et di«^ 
minuent comme les arcs correspondanls. L'accroissemeut et la diminutiou 
du grand arc ß surpassent lä diminution et laccroissement du petit arc a; 
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la meme relation exis<e entre le» segments correspondanfs. — Le cerele 
obtient sou minimum lorsqiie son diainelre devieiit egal k a; alors 011 a 
a = ß et aa = a0: quand an coiitraire le cerele devient iDfiniment graod, 
lare a atteiut sa liinite, la corde a; de meme le segmeut aa atteint sa 
limite, zero, taiidis que et aß devienneut infinim6nt grands. Douc» pen- 
dant qiie le cerele obtieut toutes les valeurs possibles, les arcs a et 
parcooreot ensemble toutes les valeurs entre a et ooj et les aircs des 
segmeuts aa et nß prenneut toutes les grandeurs entre et 00. 

On remarque encore: 

4^ Qu'etant donnee deux des quatre quantites suivantes: 1) le cerele 
K, 2) la corde a, 3) Farc a ou ß, 4) Taire du segment aa ou nß, les 
deux autres sont absolument determinees, sauf les* cas oü Farc et Faire se- 
raient donnes, car alors deux segments seraient possibles en general, savoir, 
le segment a angle aigu et celui a angle obtus, comme on verra dans la 
suite (33). Ou suppose toutefois, que les quantites donnees ue s'excluent 
pas mutuellenient, eu ayaut egard aux limites indiquees ci-dessus (3^). 

CoHsequcHces du iheor^e principal. 

19. St le pertmitre Wune figvre se compose d^une droiie de foit- 
gueur arbitrmre G et iune ligne L de forme tirbitraire, et si en mSme 
iefnps la longueur de la ligne L ou FairS de la figure est donnee, cetle^ 
ci est un maximum, ou la ligne L est un ^mnimum, quand cette figure 
est un demi" cerele. 

Demonstration. Toute figure comprise dans ce tbeoreme peut etre 
consideree comme la moitie d'une figure symetrique, dont la droite G est 
Faxe de symetrie, et dont le perimetre, egal k 2L, est donne. Mais Faire 
de la moitie est necessairement un maximum des que la figure entiere en 
est uu. Donc notre tbeoreme est une consequence du tbeoreme du u? l?"^). 

II s'ensuit en particulier : qu'entre tous les segments de cerele ä arcs 



^) On pourrait demontrer scparcment ce tbeoreme , et en deduire inveraement le 
theoreme principal; la demonstration sera meme tres courtc, si I'on renqnce en partie 
a la rigueur et ä la gencralite que nous avons tächo de maintcnir. On n'a qu'a suppo- 
' ser qu'uno figure maximum existe; des lors ii ne sera pas diflBcile de demontrer qu'elle 
ne peut etre que le demi- cerele, parce qu'on pourra faire grandir chaque autre figure, 
teile quo AEFBA (Gg. 6) (dans laquelle AB reprcsente la droite 6 qui est ä volonte, jk- 
et AEFB represente la ligne donnee L), toutes les fois que Tangle ACB ne sera pas '> 
dr<uttM[ur chacuu des points C de la ligne AEFB. 

ifK^s Joornal f. d. M. Bd. XXIV. Heft 1. 16 
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e'gaux ou a airejf eyaUs, cest le ieml - cercle qui a Faire la ptua framde 
QU farc le plus petiL 

20. Entre toutes les fi^res dont le perimelre est eompose inme 
drtjite donaee a et dune Ojne prise ä volonte L, le seyment de cercle m 
la plus grande aire pour des longueurs egales de la ligne h. et la phut 
peiite ligne L quand les aires sont egales. 

DemonMraiion, Sapp«350Q$ la li^e L de forme qnelconqae. ec qa'elle 
eompose avec la droite a le perimecre de la li^ure aLy on pect toojours 
eoc^iralre $iir a an se^neoi de cercle dooi Farc a solc e^al ä l» (IS), 2 
ec Lm ecanc sime? da meoie coctr de a. Compleiouü le cercle, ec de^isnoos 
lamre arc par c: alors le cercle de periaetre 2 + 3 esc plas grand qoe la 
figure linücee par Ib-t'z (17): aiD>i a2-|-ii32>aL-f-ii3: donc az-^aJL. 

Remarque. On dedaira de ce theoreme one re^le generale « qni 
Doos serm bieo utile daos la «uice. La voici: 

Danf taute figure dont Faire doit efre un maximum sous des roA- 
ditions quelconqueSf chaque parlie du perimetre qui est Iure d'acüir mne 
forme quelconque entre deux points donne.^^ doit elre un arc de cercle. 

21. En/re toutes les figure< dont le pifrinietre est eompose de deux 
droiies do$Mees 2l, h et dune ou de deux lignes ä volonte 1 ^/ 1^, cest 
la partie de cercle compri^e entre les droiles ^ et h. pri.^es couume cor^ 
des ( IS) , qui a faire maxiiika quand la somme des lignes 1 4- 1l = L est 
donne'e, et la somine minima L ou 1 -(" '. « quand faire est donnee. 

D'frponstrdtion. Sole J^ le ^e^enc de cercle« ec F nne qaeloonque 
de^ aoires fiznre« dooc noa^ vecO!i$ de parier. AjouEour? ä 1l les de«x 
^eemeoCä de cercle as. ei 62. de maniere a complecer le cercle J^i; ajoii- 
too5 les nieaes sesneacs ä U fi^re F. de maniere ä obteair one figore 
F^i alor? K^ ec F^ seroac de Betne perimetre. L-j-z +0: mais Faire de 
K.^ esc plas grande^qae etile de Fn donc aussi K2>E, 

Remarque. On voic qa'il e2»c indiffereoc que les droices « ec ft se 
succedenc ifluaediaiefliefic dans le perüaecre. qa'elles aienc oa qa'eües n aienl 
pos d'e3LCrem4Ce commace. quil v aic une senle lizne L ou deox lignes / ec /^. 

32. $i au Heu des droites a et b, leur somme s = a -f- b est Won* 

nee. les auires conJitions restant les uumes. faire de la partie de cercie 

est un maximum mäximorum, et la somme L = I-|-Il est un mimimmm 

1% minimontm. lortque les deux dr%)ites sofU egales, cest^ii-dire lors^uoM 

a a = b = Is. 
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Demonstration. Preuons a ei h de longiieurs differenles, et coii- 
straisoiiM la partie de cerele reuferinee par elles de maiiiere qu'elles aieiit 
uu poiut C commuii (on aura alors /|S=0 et /=:£r); joignous Jes au(res 
extremiles A ei B par la droile AB, la figure en queslion sera composee 
du triangle ACB et da segment ALB; mais ce triangle s'accroitra quand 
les cot 6s a et 6 devienneut egaux; la figure euliere crdit par lä, et plus 
eiicore quand eile se convertit en une partie de cerele entre les cötes 
egaux, pris comuie cordes, C.Q.F.D. 

23. La partie de cerele entre n cordes z, b, e, .... est un maxi-^ 
mum entre toutes les figures dont le pSrhnetre est composi de ces meines 
cötes droits et d!autres lignes ä volonte 1 , li , I2 , • • • . dont le nombre est 
arbitraire depuis 1 jusqu'ä n et dont la somme = L ; et les aires de toutes 
ces figures etant egales, son pärimelre est vn minimum. 

Ce tbeoreme se demoutre comme celui du u^ 81. 

84. St dans le theoretne precedent les cordes a, b, e, • • • . n^ sont 
pas donnes isolement, tnais si leur somme s est donnee, Tmre de la partie 
de cerele est un maxtmum entre les maxima, et la somme L des autres 
parties du perimelre 1 , li , Is , . • • « est un minimum entre les minima, 
lorsque ces droites sont egales entre elles. — Ce tbeoreme est eueore 
applicable au cas oü Ton se donnerait quelques -unes des droites et seule- 
meut la souime des autres, et au cas oü les sommes de dlfferents groupes 
de droites seraient donnees; ce seraieut alors les droites appartenant au 
uidine groupe qui devraient etre egales entre elles. 

Ce tbeoreme se demontre de la mSme maniere que le tbeoreme 
du n'' 82. 

83. Pour le cas special oü la somme L=s/-]-/|-{- .... est egale a 
zero, on a les tbeoremes suivauls qui sont counus: 

I. Un polygone de cötes a, b, c, ••••9 donnes, est un maxtmum 
lorsqu'il est une partie de cerele entre les cordes a, b, c, ••••, c^est^ä^ 
dire lorsqu'il est inscriptible dans un cerele. 

II. Un polygone de n cöte's et de perimelre donne est un maxi^ 
mum, lorsqu'il a les cötes egaux et gü'U est inscriptible ä un cerele, c'est^ 
ä-dire lorsquil est regulier; et reciproqnement entre les perimetres de 
tous les polggones equivalents de n cötes, celui du polggone regulier est 
un minimum. 

15* 
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26. Quaiid on cherchera douc quel poIygone a Faire niaxiina poar 
uu perimetre coiistaut, ou le perimelre miiiimum pour une aire constaiile, 
le nombre de cötes etaiit variable, oii n'aura qu'a s'occuper des poiygones 
reguliers, et Ton trouvera la loi suivaiite: 

Les aires des pülj/gones reguliers isoperimelres fbrment une serie 
croissante, qui cammence par le triangle et se tennine par le cercle; et 
les periinetres des polygones equivalents fortnent une serie de'croissante, 
ä partir du triangle jusqu' au cercle. 

Demonstration. Deux polygones reguliere isoperinietres d'un nombre 
de cötes differents etant donnes, par exemple uii peiifagoue ABCDE et uu 
quadrilatere ab cd, on peut cousiderlsr ce deruier comme uu penlagone dont 
Tun des cötes serait nul, ou bien, en prenant arbitrairenient uu point e sur un 
des cötes de ce quadrilatere, par exemple, sur ad, le considerer comme un 
pentagone abcde, dout Tun des angles e serait egal a deux augles droits; 
le quadrilatere regulier peut douc etre regarde comme uu peutagone irregu- 
lier: douc son aire est plus pefite que celle du peutagoue regulier ABCDE. 

Remarque I. Ou Irouverait des lois semblables et pour le theoreme 
du n° 24 et pour uu grand nombre des theoremes suivants, en supposant 
toujours la somme des cötes rectilignes a, b, c, ...., douneCf et en va*-- 
riaiit leur nombre; niais il suffit d*avoir appele sur ce poiut rattentiou 
du lecteun 

IL La demoustration qu*on vieut de lire est remarquable par sa 
simplicite, et il est bien etonnant qu'on ne l'ait pas encore donnee. Toutes 
les demonstrations que je connais de ce theoreme pour les figures planes 
sont plus ou moins prolixes et embarrassees ; la plus elegante de toutes 
est Celle qn*en donne Lhuilier; mais il parait qu'il n'en existe encore air- 
cune pour les figures spheriques. Aussi ue suis-je parveuu a trouver la 
demonstration doupee ci-dessus, qui s'applique egalement aux deux especes 
de figures, qu*apres en avoir fait plusieurs pour les figures planes, et tente 
inutilement de les appliquer d'une maniere aualogue aux figures spheriques« 

27. J. Entre toutes les figures dont le perimetre est eompase Sun 
nombre n de cötes rectilignes a^ b, c, ••••, donnes, d'une droile 6 de 
longueur arbitraire, et Sun nombre (qui peut varier depuis ijusq%iä n 
inclusivement) de lignes, 1 , 1| , l, , • • . . , de fbrme quelconque, la partie de 
cercle entre 6 pris pour diametre et les cordes a, b, e, ...., est um 
maximum tont que la somme L = 1 + ^i + • • • • reste la m^me, et son peri-- 
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metre est un minimum entre ceux de toutes les figures qui lui sont 
äquivalentes. 

IL Vn Iheoreine analogne sapplique an cos oü la somme des n 
droites a , b , c ^ . . • • ^ serait donnee; il faut älors qu'elles soient egales 
entre elles. 

III. 8i dans les deux cos (I et II) les lignes 1, 1«^ ...., sont 
toutes nulles, la figure se change en un polggone de ii-f*^ cotes, inscrit 
ä un cercle qui aura le cöte arbitraire G potnr diametre. 

La demoustration est fondee sur les theoremes precedents et res- 
senible a celle du llieoreme (19). 

28. Entre toutes les figures dont le perimetre est conipose des 
deux cötes AB, AC d'un angle droit A, et d'une ligne arbitraire L, le 
quadrant de cercle a la double propriete d'avoir uue aire maxima pour la 
nidme longueur de la ligne L, et la ligne L minima pour / une mSme aire 
donnee. — Ce theoreme a pareillemeut lieu quand la ligne L est composee 
de droites donnees a,b,c,... ., et de lignes arbitraires /, /|, ^29 ••••; c'est 
alors la parlie de cercle entre les cordes a, b, ....^ et les rayons AB, 
AC qui est un maximum ; de nieme quand la somme et le nombre des 
droites a, b, c, ...., sont donues. 

Dans tous ces cas ou peut considcrer la figure en question comme 
moilie d'une aulre figure, qui aurait la droite AB ou AC pour axe de sj- 
melrie; ces theoremes decouleut alors immediatemeut des theoremes pre- 
cedents (19 et 27). 

29. I. Si la ligne L doit partir d'un certain point B du cöte donne 
AB, le maximum ou le minimum (28) a lieu lorsque la figure est la raoitie 
d'une partie de cercle dont Tautre cöte AC est Taxe de symetrie, de ma- 
niere que le centre du cercle est sur ce cöte auquel par suite L est per- 
pendiculaire. 

IL Le point B etant donne sur le cöte BD, sl Fangle BDC, an 
lieu d'ötre droit, est aigu, les theoremes resteut les memes, car la figure 
s'est seulement accrue d*un triangle coustant BAD, que Ton obtient en 
abaissant du point B une perpendiculaire BA au cöte CD} le centre du 
cercle se trouve encore sur le cöte CD. 

80. Entre toutes les figures Ihnitees par les cötes AB et AC if tin 
angle donne BAC, qui peuvent itre de longueur quelconque, et par une 
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ligne L de hngueur donnee mais de forme arhUrmrey le secteur de cercle 
est un Maximum. 

Demonstration. Qu'on coiistroisre la inline figure symetriquement sur 
Uli des cöles, par excmple sur AC, de inaniere que la figure ABLC soit 
d'un cö(e et que la figure AB^Lß soit de Fautre cöte de AC; alors il 
fiiut, pour que Taire soit la plus grande possible, que la ligne BLCLß^^ 
de möme que sa moilie L, soient des arcs d'uo cercle dout le cenlre se 
(rouve sur le cöle ACj mais par les mdmes raisons ce meine ceiitre de L 
doit S(rc sur le cöle AB} il est donc au poiut d'interseclioii A des cöles 
AB, AC. 

Une autre demonslration decoule de (29,1). ^ 

31. \. Ce theoreme (30) a parmlleinenl üeu pour le cos oü la 
ligne L est composee de droites donnees a, b, c, ••••^ et de lignes arbi- 
traires 1, li, l2) ....;./« partie du secteur de cercle entre les rayons AB, 
AC et les cor des a, b, c, •..., est alors un tnaximum. 

II. Faisant decrottre les lignes 1, 1^, l^, .... jusqu'ä ce qu'elles 
deviennent nulles, on oblient un t/teoretne concemant le polygone dont un 
angle BAC est donne atec tous les cötes a, d, c, •••., non adjacents ä 
cet angle ^). 

Ces theoremes et le theoreme (30), se transforment en plusieurs 
nulres, donnes ci-dessus, quaud on fait successivement laugle ^s-i;r, 

-5r, =27r. 

32. Entre tous les secteurs de cercle isoperhnetres, celui dont Farc 
est egal au diametre est un Maximum. 

Demonstration. Toute aire de secteur est egale ä la moitie d'un 
triaugle rectangle, dont les cöles qni comprennent Tangle droit sont respec- 
tivement egaux ä Farc et au diametre; mais ce triangle est un maximum 
quand il est isöscele (7): donc, etc. 

Remarque. Ce theoreme ne s'applique pas complelement aux sec- 
leurs de cercle spheriques, car ce n'est pas au diametre spherique mais au 
diamelre recliligne veritable que Farc doit alors 61re egaL Aussi devient-il 



«) II s'cnsuit cn particulier: q\Centre tous les iriangles dont tangle au sommet 
A H la basc a sont donnes, &cst le tria»igle isoscdle qui est un maximum; et 
nu nitre tous les trlmiglcs equivatents, qui ont le fnihne angle A an sommet, c'cst 
le triangle isöscele gui a la plus petite base a. 
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difficile de le demontrer geomelriquement, taiidis qu'on y parvient saus peine 
aa moyen du calcul. 

Les deux Iheoreines se eorrespoudent du reste de la mauiere suivaule : 

I. L'augle au ceiitre apparteuant au secteur maximuin re»le le meine 
(ant sur la sphere %ne dans le plaii^ quelle que soit du reste la lougueur 

du perimetre; il est toujours egal ä — 90^ 

IL L'aire du seeteur plan est egale au carre du rayon, Taire du 
secteur spherique est egale au carre de la corde rectiligne qul correspond 
a sou rayoii spherique. 

Pour le cas special oü le perimetre du secteur spherique est egal 
au perimetre d*uae moitie de graod cercle, ce secteur correspond a un graud 

Jieine , 

cercle, et son aire est egale a 2r\ ou ä -7^ — de la surface de la sphere 
dont r est le rayon. 

33. De deux segvients de cercle ä anglet aigus et ä arcs de meine 
tongueur, celui auquel appartient t angle le plus grand ou la plus petite 
corde, est le plus grand; et de deux sepnents ä angles oblus et ä arcs 
de meine longueur, le plus grand est celui dont tangle est plus pelit ou 
dont la corde est plus gründe. 

Demonstration. Soient ALB et A^LJB^ deux segments ä angles 
aigus; soit eu outre arc L = arc Lj et corde AB <^ corde A^B^ ; de C, centre 
de L, menons les rayous CA et CB, et prenous sur leurs prolougemeots 
deux points de maniere que la droite qui les unit soit parallele a AB et 
egale a Aßi (fig*9)\ construisons enfin le segment ^^xLi^i sur cette corde 
qui sera situee au-delä de AB; on sait (30) que le secteur CALBC est 
plus grand que CAJLßS^; donc, en retrauchant de part et d'autre le tri- 
angle ACB, on a ALB^ AAJjiBJIA; donc, ä fortiori, segment ALB 
> segment AJLJBi. 

La secoude partie du theorenie se demontre d'une maniere analogue. 

Remarques, h Enlre les segments ä angles aigus et ceux a angles 
obtus se trouve place le segment rectangulaire ou le demi- cercle qui est 
le maximum des segments a arcs egaux (19) ; les segments des deux genres 
diroinuent ä mesure qu'ils s'eu eloiguent, et puisqails decroissent d'uue mä^ 
Diere continue, il faut que pour chaque segment d'une espece il y eil ait 
un de Fautre espece qui lui soit equivalent; il y a donc toujours deux et 



115 i/« Steiner, sur le nuirimum et le mimmum det figuree. 



seulemeat denz differeula segments darc et d'aire donnes; il faat toalefois 
pour cela que Taire doniiee soit plas pelite qoe celle du demi-cercle doot 
Tarc a la longueur donnee. Cela coofime eocore ce que nons avoos 
avauce ci-dessns (18,4). 

II. U y a des theoremes analognes conceruaut^d^autres figures eon- 
struites sur deux bases inegales AB et A^Bi, et dont le reste du peri- 
metre L et Li est compose de droites donnees a, h, c, .... comniDDes 
aux denx figures, et d'autres parties arbitraires 1, Igj Lj .••.) de m^me 
somme de part et d autre , eo sorie qu oo ait L s^L^; les demoastrations 
decoulent du n'' 31. 

34. Entre toutes les figures dont les perimefres soni composes des 
eötes tun angle A donne, dont Fun AB est determine, tandis que C autre 
AC est arbifraire, et d'une ligne quelconque L menee de B au cöte AC« 
Pßais ne le depassant pasy la partie de cercle contexe qui est cowprise 
entre la secante AB et la langenleAC est un maximum tant que le peru- 
tnetre ne rarie pas, c^esl-^ä'-dire tant que la somme L-f-AC reste la 
mAne (et reciproquement). 

Demonstration. Soll BLC {fig. 9.) uo arc de cercle qni touche AC 
au point C; soit en mdme teinps L-^AC la longueur voulue; ABLCA 
i^era la parlie de cercle en question. Nous avons donc a demontrer qnil 
uy a pas d autre ligne Z/i, menee du point B ä uu autre point E ou F 
du cd(e AC, sans depasser ce cöte, qul forme une figure de m^me peri* 
metre et de meme ou de plus grande aire. 

Imaglnons d'abord la ligne Li qui Joint B et E; le segmcnt BLC 
et la figure BLßC auront la mSme base BC et des perimetres egaax; 
on aura donc (20) BLC> BL.EC, et par suite ABLCA >ABL,EA. 

Tirons la ligne Li de B en Ff pour quelle renferme la plus grande- 
aire possible, il faut qu eile soit un arc de cercle (SO, remarque) et qu*eUe 
s'eleve, du moins en partie, au-dessus de Tarc L; mais alors eile reo» 
contre encore cet arc dans un point autre que B, et puisque, en outre, le 
prolongement de L, Tarc CD, la rencoutre evidemmeut, on est conduit a 
deux cercles ayant trois points conmiuns, ce qui est impossible. — Si cette 
maniere de raisonner ne parait pas absolument satisfaisante , on pourra re* 
courir a la suivante, plus directe encore. 

Quelle que soit la forme de la ligne L,, tiree de B en F, il fant 
quelle rencontre Tarc CD, prolongement de L, dans un cerlaiu point G 
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36. Si, mms le» comiilums des iemx iermers tiearemee (34 ei 35), 
Im Bgne L icit Are campaeee de droUee domues Mj hj c^ •..• et de partiee 
arUirmres 1, li^ lu ••••^ la fyure eera un muiximmm au tm mimmmm, 
sehn ipielie $era une partie eonvexe cm ameaee de cerde, comprise emtre 
la eecante AB, la Umgente AC et le$ eordee m, b, c, •••• 

La dbcossion des liaites eolre lesqoelles ces deox fbeoremes raat 
possibles, reotre dans les recberchea meotioooees ci-dessoa (18). 

Nous ajooteroos sealeoient qae Taagle A, le cote AB et lea droilea 
m, h, e, •••• etaot doooes, il y aara en geoeral deox valeora defenaioees 
da peruaetre, poor lesqaelles la partie de .cerde en qae^tioo ae traosforaie 
en poljgone, parce qae alors lea arcs I, lif .... deVienuent nnb: dana Hn- 
tenralle coaipris entre ces denx poljgones le tbeorene est iapossible. 

37. EtUre tomtes les fyures ieoperimelree dont le pirumetre est 
toenpase de demx eotes AB e^ AC, de longuemr arbilraire, fbnmant emire 
emx tm an§le dosme A, el Jtwne B^ne ^elconque L, fM les jomtf smmm 
les depasser, ceUe-la est tm maximumf fta est une partie eamvexe de 
cerde ABLCA (fig. li), enlre Tangle drconscrit A (en sorle fna L est 
alors tm are de cerele ttmgent aux cö/es AB et AC). Et n, mm Bern 
dm perimetre, e'est la diference -emtre la ligtie L| (otc Bern de\i) ei Im 
scanne des eötis AB ef AC ftii est domme, la fymre est tm 
hrsfm^dle est mme partie camcave de cerde ABL^CA emtre tam§la 
consent A. 

Demonstration. Si Ton Joint ao poiot qaelcooqoe H de la ligne £r 
avec le poiot ^^^ aa niojen d'ane droite^^lD, les partiesHB etXM^doiyeBt 
Stre des arcs de cercIe, tangeuts aax cötes AB et AC, poar qae la igore 
aoit au maxiroom (34); et conune le point D est absolnneat arbitraire, il 
faat qoe toote la ligae L seit an are de cerele, qai est taogent ea aitee 
tenps aax deox cötes. 

Remarques. I. Si rangle A devient =sa- oa }>a-, la partie de 
cerele coiivexe se traDsfomie en un cerele entier, et le thcorcae perd 
alors toat caraetere propre; la parüe concave devient nulle aooa la wnisne 
condiliou. 

11. Si les cötes de Tangle A sout lioiites au moyen d'oae drotte 
EF ou GH, qui est donuee avec ses angles adjacents E, F^ om G, B, 
ces tb^oremes s'appliqnent egalentent aux Cgores EBIÄJF et EBLiCS", 
ou GBLßH et GBLCH, dont la preniere est un ayudoiuai qoaiid le 
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perimetre est donnä, tandis qoe la derniere est an mioiinom quand la dif- 

fereoce iEB+CF)'^L, oa {BG+HC)—L est doonee. Ces tbeoremes 

rosten t les mömes, qoand od a ^==0, et qoe par-Iä les cdtes£& et FH 
aont paralleles. 

38. Quanä la B^fne L oti Li (37) doU itre composee de droiles 
donnees a, b, c, .•••, et d'arcs arbitraires 1, I^, ...., la fiffure est pareil" 
lement un maxhnum ou un minimum, larsqu'elle est une partie de cercle 
concexe au concave entre les cordes a, b, c, • • • . e/ T angle circanscrit A. 

Les lioiites sont dounees par le cas oü les lignes l, l^^ Z,, .... de- 
vienneot nolles; alors la figore devieut on polygoiie, dont les cötes AB 
et AC soot egaux. 

39. I. Entre toutes les figures dont les perknetres sont cowposes 
des cötes AB, AC iftin angle donne A, arbitrmres en longueur, plus 
d'une ligne L qui les Joint sans les depasser, et pour lesquelles la somme 
des lignes L et AC est donnee, la figvre maxima est la partie de cercle 
convexe entre la tangente AC et la normale AB C9^i passe par le centre). 

U. Si la difference entre L et AC est donnee, la figure nu^ 
nima est une partie de cercle concave, entre la tangente AC et la nor^ 
male AB. 

III. Ces deux theoremes ont egalement lieu piond la Ügne L est 
eomposSe de droites donnees a^ b, c, • . • . et de lignes arbitrmres I, 

1| » I2 » • • • • 

Demonstration. On ii'a qu'ä repeter la möme figore symetriqaeinent 

aa*dela de ABf ees theoremes döcoolent alors iminediatemeDt des pre- 

eedeots (37 et 38). 

40. L Entre toutes les figures isoperimefres , dont les perimetres 
sont composes des cötes AC et AF, BD et BE de deux angles A et B 
donnes, lesquels cötes sont de longueur arbitraire, plus dune ou de deux 
lignes ä volonte \ et \j qui joignent les exfremites de ces cötes, si ton 
suppose gue les figures ne sortent pas des deux espaces angulaires A et 
B, la partie de cercle convexe ACIDBEl^F (fig. 18, a) entre les angles 
circonscrits A et B est un maximum. — Ou bien, si c'est la difference 
entre la somme des cötes du plus petit angle A et le reste du perimetre, 
c'est^ä-dire si dest la difference (AC + AF) — (BD + BE + 1 + lJ qui 
est donnee, la figure minima est la partie de cercle concave ACIDBEliFA 
{fig. 18, A) entre les angles circonscrits A et B. 

16» 
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Demon9tralion. Completons le cercle aa moyeo des arcs a et |3t 
alors la partie eoDvexe ACIDBEI^F ^ K (fy. 18, a) est compoeöe dn 
cercle a/ß/i == Ki et des deax parties concaves ^a et A0 eotre lee an^ee 
A et B. ImagiDona une qaelcooque F des figures coroprises dans le (b^o- 
reme, et retranchoos-eo les möoies parties ^a et Bß eotre les aogles A 
et B; il reste ane figore F^ doat le perinietre, comroe il est facile de le 
voir, est effal aa perimetre da cercle Kg oa phts petit, de maoiere qo*oo 
a (oajoars K^ '^F^^ et eosaite K^F. 

Le raisonneroeot suivaat peat egalement servir a ce((e denonstra- 
lioo. Ott mootrera d'abord qae le maxirooin ne peat pas dtre lioiite par les 
seuls cötes des angles A et B, quil ue peut donc pas 6tre an qoadrila- 
terCy mais qae les lignes / et /i sont oecessaires. Oo voit ensuite qae ces 
lignes doivent dtre des arcs de cercle (80) tangents aax cdtes (34 oa 37), 
et qalb appartieooent a an mtee cercle (28). Car si Ton Joint deux 
poinls qaelconques x et Xg des arcs / et /| aa moyen d'ane droile xx^ ss a, 
Celle -ci partage la figare en deax parlies, dont chacone est on maxi- 
mum, lorsqa'elle est ane partie de cercle entre Fangle il oa et la 
corde a (38). 

IL La forme de la figare maxima n'est pas absolnment deteraii- 
nee, car les arcs / et li penvent chauger de grandeor comme ils voadront, 
poarva qae lear somme reste constante et qae le cercle ne varie pasu SB 
donc Tun des angles, par exenple A, resfe fixe, Fantre B poarra toamer 
autoar da cercle poar occaper toutes les posilions depnls celle oa son cöte 
BE iombe snr le prolongement da cöte AF jasqa'a celle oä Faotre cöte 
BD (onbe sar le prolongement de AC. Une des positions intermidiairea 
est celle dans laqnelle la droite AB, qai Joint les sommets des deax anglea, 
diyise en deax parties egales et ces angles et la figare elle-mdnie. Poar 
la limite donnee par la coinddence de BE et da prolongement de AF 
{fy. 12, «)y le tfaeoreme pent Stre enonce de la maniere soivante: 

Enire le$ fyttree isoperimetres , dont le perimUre e$t eamposS de 
trais droUee etmsecmtwee CA, AB, BD de Umgwur arbilrmre, farnumi 
entre dies deux anglee donnee A et B, et tune Ugne artitrmre L, fta 
Jfnnt la premiere et la demiere des droites, sans les depasser, la fyure 
maxima est celle dans laquelle la Vgne h est un are du cercle, tan§ent 
amx trcis droites. — II existe an theoreme analogae poar la partie coo* 
caTO dn cerde. 
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IIL AjoutoM le corollaire soivant, qai concerne le ea9 daiis lequel 
la diagonale AB passe par le centre du cercle, et partage la figure eo 
deox moities symelriqaea. 

Entre touiee Ue fyures dont les penmetres sont camposA de trois 
drmtee consecutives CA, AB, BD, formant entre elles lee anales donnee 
^A et ^B, et d^une Ugne arbitrmre 1, qui fomt les cöUe extSrieurs AC 
et BD samt les ddpassery la somme dee lignee 1, AC et BD restant con^ 
etamte, la figure tnasima est celle dans laquelle l est un are de cercle 
^ a son centre sur le cöU placi au mitieu AB et qui est tangent aux 
e6tes extdrieurs AC et BD. 

41. Si les conditions restent les mimes que dam» le theorime pr6- 
eidmt (40), sauf qu'au Heu des angUs A ^/ B, c'est leur somme S qui 
est donnee, la fyure est un maximum maximorum, lorsque ces angles 
sont egaux. 

Demonstration. Supposons les angles ineganx, seit A^B, et la 
partie de cercle, comnie ci-dessus (40, II), de la forme (fy. 12, c); tirons 
la drohe AiB^^ de maniere qa'on ait angle CAfii^s^ DJiAi et (riangle 
AAiBi equivalent a (riangle ABBii alors la figure ^iCiiJ9A| est equivalente 
kACLDB. Si les triangles elaient isoperimefres, c^est-ä-dire si Ton avait 

AA,^A^B^ = AB^BB,, 
le (riangle AA^B^ serait plus grand que le triaugle ABBg^ parce que 
Fangle x est plus grand que y (3, II); mais les triangles sont supposes 
6(re Äquivalents: donc 

AA.-^-A.B^KiAB + BB,^ 
et par suife, perimetre Ai CLDB^ <^ perimetre ACLDB. Mais il est clair 
que la premiere figure etant equivalente a la secoude, quoique son perl- 
m^re seit plus petit, pourra avoir une aire plus grande que celle -ci a 
rnöme perimetre, d'autant plus qu^elle aussi pourra dtre une partie de cercle. 

Cest la facilite de son application aux figures splieriques qui nous a 
fait choisir cette dömonstration ; car il y en a de plus simples et de plus 
directes ponr les figures planes seules. Par exemple, tirons la droite AiB^ 
de maniere qu'on ait 

angle Jli s= angle £i et AA^+AiBt = AB+BB^i 
alors, puisque x^y, le (riangle AAß^ est plus grand que ABBg (3, II ), 
et k perimötre egal la figure AßLDB^ plus grande i^e ACLDB, etc. — 
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Eofio la figiire dont ooos noos occupions Anns le n* 40^ III , peat aervir k 
uoe motre denoDslratioa da möme Iheoreme. 

42. I. Entre toutes les fgures üoperünelres dont les perimüre^ 
sont eampoees: 

l^ Des cotes de longueur arbitraire de m anglee donnes A, B, 
C, •••• dont la samme est plus grande que (m — 2)t; 

2^. Des lignes quelconques, 1, I^, 1,, . . •., dont le nombre est arbi- 
traire depuis 1 jusqu'ä m et qui joignent des cotes de diferents an§les; 

Si Fan exige en outre qu'aucune de ces fyures ne sorte des espaees 
angulairesy la figure maxima est une partie de cercle amoexe entre les 
angles circonscrits A, B, C, •••• 

Si Aj le plus petit des angles donnes, est assez petit pour quo 
son angle supplementaire soit plus grand que la somme des angles sup^ 
plementaires de tous les autres angles donnes, et si ton connaU en m£w^ 
temps la difference entre la samme des cötes de f angle A et le reste du 
perimetre, la figure est un minimum, lorsqu'elle est une partie de eerele 
concave etUre les angles circonscrits A, B, C, •••• 

Cette partie de cercle concave est de mdne forme qoe oelle qoe 
noos avons conaideree daos le o* 40. Dans la snite, la aeconde parlie aera 
toojours aons-eDtendoe. 

II. Si Fon donne seulement la somme des angles et non ehaque 
angle d pari, la figure est un maximum maxünorum, lorsque ces angles 
sont egaux entre eux, et que la figure est egalement une partie de eerele. 

La demonatration des ces Ibeoremes est aualogi^ a celle da n* 40L 

43. 1. Umre d'un polggone de m cötes, dont les angles et le 
perimetre sont donnes *) , est un maximum lorsque ce polggone est eir- 
conscriptible ä un cercle ^^y. 

^) n siifBt pour le poly^one plan de m odtes, qae m — 1 angles aoieni donnis, 
car le demier angle est alors d^termine. Quant au polygone spherique de m cötes, 
il faut remarquer que son aire serait fizee d^ que ses m angles seraient donnes: 
faut donc enoncer ainsi le theoreme en ce qui le conceme: ^ les angles dtm polg- 
gone spherique de m e6iü sont donnes, son pMmitre est un mimmum lorsqu'il est 
circonscrijftMe ä tm eerele; le theoreme sur les figures planes devient pios analogoe 
ä celui-ci, quand on suppose donnes les angles et Faire. 

^*) Je crois que c'est Lhuilier qui, dans son ouvrage mentionni ci-dessos, a 
ite le premier a enoncer ce theorene pour les figures planes. II le demontre an moymk 
ou caicul, d'une maniere tres ingenieuse, mais assea compliquee. On ne le retroovo 
plus dans les auteurs qui lui sont posterieuis; ils paraissent avoir recole devant la 
demoastration. 
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IL 8i le perimitre seut est äanne, U polygane 4e m cötes est un 
maximum ß quand ü est equiangle et circanscriptiöh d un eercle, e'est^ 
ä'^dire quand ü est riguUer. 

Ces tbeoremes decouleut comme liinites des precedenta (48) quand 
on y fait diminaer la somme des aoglea dooDes jusqu'a ce qu'elle devienne 
dgale a (m — 2)t; lea arca /» /^ •.••9 devieoaeat aloni uuls, et lalfigure 
w chaoge en an polygooe de m cdtes. 

On peot aussi demootrer directement cea theoremesi conformäment 
an n^40. 

44« 1. 8% le perimetre dune figure doU etre campose: 

V. Des cötes de longueur arbUraire, de mm^glee dannSs A9 B^ 
Cf •••• dant la somme est plus grande que (m — 1)t; 
ft\ D'une droite a de longueur arhüraire; 
V. De lignes quelconquee 1, li^ li» ••••; 

8i en outre la figure doU Slre renfermee dans les espacee angu- 
laires dannes, et si, ä Vexceptum de la droite g, la longueur de tout 
le reste du perimetre est donnee, l'aire comprise est un maximum» quand 
la figure est une partie de cercle entre les angtee drcofiecrite A, B, C, ••••9 
et le diametre g« 

Si donc la baae g aboatit par son extremite a an des oötöa des 
anglesy il fant qa'elle soit perpendicolaire sar lui. 

On obtient le corollaire saivant, en faisant diminner les angles jas- 
qn*a ce qae lear somme soit egale a (m — l}r. 

IL Entre tous les polygones que Ton peut construire sur une 
hose arbitraire g, la somme s des deux angles adjacents d cette hose 
etant supposee egale d ir ou 180^, et les autres angles etant donnes 
ainsi que la somme des cötes (la hase g non comprise^, le polygone maxi^ 
nmm est celui qui est compose de cötes tous tangents au cercle dont la 
hase g est le diametre. Les angles d la hose sont donc droits. 

Si, an lien des angles Ä, B, C, ....^ la somme de denx 9 de trois, 
etc., d'entre enx est donnee 9 qa*ils se suivent ou non dans le perimetre, 
Taire est la plns grande possible quand ils sont egaux. 

Ces theoremes decoulent da precedent (42)9 quand on repete la 
figure symetriquement de Fautre cöte de la base g. 
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45. h Si ton supprime la droite g^ et si Fon suppose fu§ la 
somme des mangles sait plu9 gronie que (in — |)r, fve tangU A #otf 
plus petit que i^r, et que de ses cdtee AÄ^^ A^f Fun AAi eoit arhi^ 
traire, tandis que le reste du perimetre est dofme; la figure est un 
mapsknum, Urtsqu'elle est une parlie de cercle entre les angles drconserits 
B^ Q9 •••• I0 tangente AA3 et la normale AAi. 

Quand la somme des angles devieut ss(fli — Dr^ le Ihforeme 



a'enooce aiusi: 



II. Si les angles d'un polggone sont dannesj si tun des angles A| 
adjacents d sa hase AAi est egal d ^s*; et Vautre A plus petit que ^s*; 
si en outre la somme de tous les cotes, moins la hase, est donneej ce 
polggone est un maximum, lorsque ces cotes sont tangents ä un cercle 
dont le centre est sur la hase AAi* 

IIL Sij au Heu des angles A, B, C, . . . »^ leur somme est donnee, 
la figure devient, dans les deux cas precedents (I et II), tin maxünum 
maximorum, Vorsqu'on a 

B = C =s D BS •••• =£ 2A^ 
les conditions indiquees plus haut etant d'aUleurs remplies ; en outre j 
les cötes compris , entre les angles B, C, D, .•.•, seront egaux, et chor 
cun d'eux sera double du cote perpendiculaire sur la hase en Af 

Ces theoremes decoulent du n® 42, tout«ä-fait comme ceux du o^ 44^ 

46. I. Xr6 perimelre d'une figure etant compose: 

V. Des cötes de m angles donnes A, B, C, D, . • • ., dont la, somme 
est plus petite que (m — 2)t; 

S^ De Ugnes arhitraires l, Ii, I21 ••••; 

Si les angles A et B sont aigus tous les deux, et si de leurs 
cotes AAi, AAa et BB|, BB.^, deux, par exemple AA^ et BB^, ne /br- 
ment qu'une mime droite AB, si, en outre, tout le perimetre, ä tex^ 
ception de la hase AB, est donne, faire de la figure est un maximum 
lorsqu'elle est une partie de cercle entre les angles circonscrits C, D, ••••, 
les tangentes AA,, BB^, et la normale AB. 

IL Etant donnes les angles d'un polggone, avec cette condition 
que les angles A et B, adjacents d la hase AB, soient aigus, of$ tout au 
plus droits} si en outre la somme de tous les cotes, excepte la base^ 
est dofmee, le polygone est un maximum, lorsque tous ces cötes sont 
tangents ä un cercle dont le centre est sur la hase AB. De plus: 
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in. Les anales etant arhUraires, le polygone est un maximum, 
hrsque C=Ds=5....s=s2A=2B; alars toue les cötes, ä fexceptüm 
de la hase, sant egatix, ou 

IV. Si Fangle A, qui n'est pas plus grand que ^ify est seul donne 
de grandeur, le polygane est un maximum lorsque 2B es C ss D = . . .. 
Em meme temps taus les cötes sont egaux, ä Fexception de ceux qui 
formen f fangle A. 

II ne sera pas iontile d euoncer separement FapplicatioD de oe theo« 
reine (IV) aa qcadrilatere et au triangle: 

1^ Eotre touH les quadrilaferes qae Ton peut constroire avec im 
angle donne A<Z^7r et avec (rois cdtes BC, CD, DA, dont la somme 
est donnee, le plus grand est celui daus lequel Tangle C sn D :=s 2Bf et 
le cöte BC:=s, CD; — et si il = |T, il Taut en oalre qu'on ait 2 AD =5 
BC = CD. 

V. Entre tous les triangles ABC qui ont le mdme angle donne 
A<^\'ff adjacent ä la base AB, et dont la somme des cötes AC'\'BC 
est la mdmCy celui -la est un maximum dans lequel Fangle au sommet C 
est le double de l'autre angle a la base JB^); — et si ^ ss |^, on a 
C:= 2B s= j^T, et en outre BC^^ 2CAj ce qui est une propriete conuue. 

47. I. Si le perhnelre d^une figure est compose: 

i\ Des cdtes de mangles donnes A, B, C, ....9 d(mt la sammf 
est plus gründe que (m — 1)t; 

2^ Des lignes arbitraires 1, li, Uf ....; 

Si la longueur des cdtes AA^ et AA, qui farment Fatigle A est 
arhitraire, tandis que la longueur du reste du perünetre est donnee^ 
la figure maxima est la partie de cercle entre les angles drconscrits 
A, C9 ••»• «^ fangle au centre A. — Les cötes AAi et AA^ sont donc 
des rayons du cercle; si Fun d'eux aboutit par son extremite, non a uu 
arc (l)j mais ä un cöte d'un angle, il est perpeudiculaire sur lui. 

II. Si la somme de deux angles quelconques Ai e/ A, d^un po-- 
fyfione, entre lesquels un seul angle A est compris, est egale d t, et si 
en mime temps, et les autres angles A, B, C, ••••, et la somme de tous 



*) M£me dans ce cas, le plus simple de tous, il est impossible de constniire 
g^m^triquement la figure maxiraa, car eile auppose rex^cution de la trisection de 
Tangle supplemeDtaire de ^^ qui est egal ä 3If. 
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les eoUs imm^mdjmeemts i tamgle A Moni ätumes, ce po ^ ff o m e est am 
masimmm lorefue tes cdtes eurhUrmret AAi et AA^ eomt des rmßsms d^um 
cerele auquel tous les aulres cötes samt tamfemts; de mmtUen fue tts 
angles K^ A« somi egamx et droits. 

UL Si Tmmgte A sesU est domne, les mmtres eamdUkme restmmt 
les mAmes, le pofyßome eH tut maximum lars^me tes mmtres mm^£s B, 
C, .«••, X sont egamr; en meme temps les cötes cmmpris emtre ces mm§lss 
deriemmemt e§mMx^ de mkome ^me cemx pä sont miffmeemts mu prä m i e r et 
mm denier mm§le BAi et XA,, qmi samt de Idmfmemr mmmtie des mmtres, — 
Dans ee ems Im figore s^approcbe d'un secteiir de polvgooe regoiier, ce 
qs'dle deTient eo eflet qojuid Tangle A est cowieiisorable a x. 

Ces ibeoreses soot indepeodaiics de la grandeor de Tangle A; all 
deyieot soocessiYeflient =x, ^r, les theoreoies se chaogeot ea eeax des 
n* 44 et 4S. 

48. L Si, tamtes eioses restmmt les miSmes, Cmm des cötes de fmmfle 
A, pmr exem^le AA,» est dämme, de muumere fms femtre AAi seml emt e m t 
demtemre mrbitraire. Im fymre est mm muurimtsam lorsfm^eUe est mme pmrHm 
de cerde comvexe emtre les mmgles drcomscrits B, C, •••• ^ Im sScmmte AAt 
et Im mormuUe AAf 

Poor one cedaiae loDgaear de la partie doaaee da periaetre, la 
figare sa cbaage eo oa pcrfygone, liaike des 6gares da tbeoriaie. 

n. Si fmmfle A eH pims petit pte ^m^ et si, commme dmms Ir mms 
preeedeml, AA, est dämme demUmu que Im Umgmemr am remis dm pdrumStre, 
y campris Is eöte AA,, Im pmrtie de cerde emtre les mm§les drcomscrits 
By C, ....9 Im tmmgemte AA| d Im secmmie AA«, ed mm 

La Haute est eocore donnee par on polygone. 

49. L Emtre tomtes les fymres de peritmdre domtd d 

V. De n droites dommess, a, b, c, ••••: 

2^. Des cötee mam däermmmes des ai mmgtss dommes A, B, C^ •••• 
äomt Im sommne ed ptms grmmde fme (ai — 2)»*; 

3*. De ^mes mrtUrmres 1, li, I,, ..•., äomt le aoailrs od mrU^ 
trmre de 1 Jmsqm^m ai + n; 

iSi les fymres me depmssed mmcmm des espmces e my r « dmms hs 
mk mmgles. Im partie comcexe de cerele emtre les n cordes a, b, c^ ••••, d 
les mt mmgles drcomscrits A, B, C, ••••9 ed mm 
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II. Si, au Heu ffun certain nomhre de cötes ou d^angles, c'est 
leur samme gm est donnee, les autres conditions restanl les mSmes, Tiure 
de kt figure augmente quand on rend les eUments appartenant ä la meme 
samme egaux entre eux; il s'enswt que pour un mime perimetre, une 
mAne samme des n draites ei une mime samme des m angles, la figure 
qm a ses cdtes et ses angles egaux est un maximum maximarum. 

A la limite de ces deux thöoremes, pour une certaine longoear da 
pörim^re, la partie de cercle se cbange eu un polygone qui est en partie 
inaerit et en partie circonscrit au cercle, et qui peut avotr cbaque nooibre 
de cötes depuis n + t'^ + l* 4u> ^ 1^ pl^ P^^it nombre, jusqu'au plus 
grand 2ii + ^ ou n'\-2m (selon qu'on a m'^n ou n^m^\ cela d6pend 
de la maniere dont on fait suivre les angles et les cötds dans le pörimetre. 
Cea tbeoremes renferment du reste plusieurs des precedents. 

50. I. Si les perimetres des figures eanüennent, autre les parHes 
emmerees ci^dessus (49,1), une droite g de langueur arhilrmre, et si 
la samme des m angles dannäs est plus grande que (m — 1)t, la figure 
maxima est une partie de cercle canvexe entre les cardes a, b, c, ....^ 
les angles drcanscrits A, B, C, ....^ et le diametre g. £n faisant dt- 
minuer le perimötre jusqu'a une certaiue longueur, on obtient la limite des 
parties de cercle qui est un polygone. 

IL Le perimetre restant taujaurs campasi camme dans (49, 1) , si 
Fangle A est pltis petit que ^tt^ si Fun de ses cötSs AA| et AA,, par 
exemple AA|, n'est pas compris dans la langueur dannee du perimetre, 
a si la samme de taue les angles est plus grande que (m — j^);r, la figure 
maxima est une partie de cercle entre les cardes a, b, c, ...., les angles 
drcanscrits Bn C, ••.., la tangenle AA^ et la normale AA|. 

Si le cöte AA^ etait donne separement, il faudrait qu'il fut une se- 
cante de la partie de cercle. 

IIL Si T angle A est de grandeur quelconque, mms dannie, si ses 
deux cöt4s ne sant pas compris dans la partie de perimetre donnee, et 
si la samme des m angles est plus grande que (m — 1)t, il fintt que dans 
le maximum A sait un angle au centre, et que- ses cötes AA| et AA^ 
saient des rayans de la partie de cercle. 

Ce dernier tbeoreme en renferme plusieurs autres, que Ton obtient 
quand on fait successivement ^ = t, 27r, ou quand on supprime les n cd« 
tös a, hy c, ...., ou les m angles A, B, C, ..•• Sa limite, que Ton ob* 

17* 
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fieot en dimioiiant ji»qo'a qd certain point la partie de perimeüre doonee» 
es( HO polygooe. 

Remarque generak. 

5t. La plupart des Ibeoremes precedeote s'appliqaent anx p<4ygoiiea 
limiles des parties de cercle; niais si Fou exanine ces polygooes indepeo- 
damment des recberches precedeotes, st Foo doone a lears eleaieots Taria- 
bles d'aotres Taleors que celles qui appartienneot aox limiies des parties 
de cercle^ oo roit que, möme soos ce noaveaa point de vae, ces polygones- 
limites ne sont encore que des cas particoliers. Car qoaud on sort de ces 
Taleors-limites en assojelissant la figure a rester toqjoiirs ob polygooe de 
mdme oombre de cöles (qui oe doit oi cootenir des arcs 1^ l«, ••••, ni se 
changer eo partie de cercle ), le mazinnm est assujeti a des conditioos 
absolumeot differeotes, qui cbaogeot encore , seloo que les valeurs donnees 
aux elemeuts sont plus grandee oa plus petUes que les valeurs «lioutes. 

On parvient a ces proprietes du polygone, en discutant les cas de 
maximum et de minimum d'une mani^re plus generale et plus complete qu'on 
ue Ta fait jusqu'ici ; dans tous les cas oü les Clements necessaires poor la 
determination coiaplete du polygone ne sont pas tous donnes, on recherehera 
les couditions de maximum et de minimom relatives aux autres Clements. 
Le nombre des divers cas est tres grand, mdme qnand on ne s'occnpe qne 
des differentes combinaisons des cotes, des angles, de la somme de pinsieora 
cöles ou angles, et de Faire. U parait du reste que ces recbercbes devront 
etre fondees (a Finstar de la tbeorie sur Fegalite des polygones) sur les 
proprietes du quadrilatere, de maniere qu'il importerait de discoter d'abord 
toutes les questions que le quadrilatere peut offrir; mais leur nombre s'eleve 
jusqu a 23 ou 30, et Fon ne pourra guere repondre, avec les mojens dont 
nous disposons maintenant, qu'a la moilie d'entre elles. Au surplns tt est 
probable qne les divers cas sont teltemeut enchaines entre eux, qu'il suF- 
fira d'en demontrer quelques -uns; les autres d^couleront immediatenent 
de cenx- 



Theorimes qui concemeni plusieurs figures en mSme tempe^ ou des figuree qui 
sont determinecs par des limites fixes ou pur des Zements dotmds. 



62. L Si Hous appelons S la samme des deux figuro9 aa #f bß^ 
cansiruites sur dea bases a et b, respectivememi dmmeea, ei m>ee de$ %iMt 
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arbÜraires a ^ ß dont la stnmne o* ss a -f- ß est dgalement donnee, S sera 
un maximum lorsque les pgures aani des sejpnenis de cereles de rojfons 
^aux, paurvu que le segment ayant pour corde la plus petite hase b sott 
un segment ä angle aigu. 

Demonstration. Sapposons qn'il existe an oercle ABC {fig. 13) 
dans leqael les bases donnees a et h, prises comme cordes» souteiident des 
arcs a et 09 dont la somme soit egale ä o", mais plas petite que la circon- 
fereuce du cercle; il est clair qu'alors la somme des deux Segments aa + ^ß 
est on maximum sous les conditions donn^. Car, la figure o^ restant 
invariable, si Ton fait yarier comme on voodra les arcs a et ß, mais de 
maniere que leur somme soit toujoars egale ä (r^ Faire des ligures reufer- 
mees par ces arcs et par l'arc fixe y sera toujoars plus petile que eelle 
da oercle ABC; donc la somme des aires des deux figures formees par 
ces arcs et par les bases donnees a et 6 sera plus petite que celle des 
aires des segmeuls du oercle aa et 6ß. Le segment iß ayant pour base 
la plus petite corde, est necessairement a angle aigu, tandis que Fautre 
segment peut Stre indifferemment ou a angle aigu ou a angle obtus. 

II reste encore a demoutrer que le cercle suppose existe dans tons 
les cas. 

Le plus petit des cereles dans lesquels les bases donnees n et 6 
puissent ötre des cordes, est celui qui a la plus grande corde a pour dia- 
metre. Supposons pour un moment que le cercle ABC soit ce cercle ilf^ 
alors trois cas sont possibles, savoir: 

1. a + ß = fl^y 

8. a + ß > (T, 
3. d + ß <i(r. 

Dans le premier cas le cercle M salisfait aux conditions du tbeor^nie. 

Dans le second cas faisons croitre le cercle M, en ecartant en meme 
temps Tune de Fautre les cordes a et b; les centres de tous les cereles 
ainsi obtenus resteront evidemment entre les cordes a et 6 dans Fespace 
067, et puisque d'apres cela les deux segments soiit a angles aigus, cbacuu 
des arcs a et ß, et consequemment leur somme ira continuellement en di- 
niuuant; cette somme s'approchera ainsi de plus en plus de tr^ jusqu'a ce 
qa'elle lai devienne egale pour un certain cercle Jfj qui satisfait aux con« 
ditions du tbeoreme. 

Dans le troisieme cas on fera egalement grandir le cercle, mais en 
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rapproobant en möme temps la corde a de la corde bf alors le centre est 
dana le Begment aoj dont Faogle devient obtua, tandis qae celai da segmeiit 
hß teste aigu; Farc a crott dooc et Tarc diminoe. Mais raccroiaseBeiit 
de a surpasse evideroroent le d^roissement de : la somme a + va donc 
en graudissant) et puisque en outre a peat acqoerir toote graindear vooliie^ 
tandis que oe peut jamais devenir plus petit qoe b, la somme a+0 ob* 
tieudra toutes les valeurs possibles et deviendra aassi egale a tr pour üb 
eertain cercle M^y qot sera le eerele eberebe. 

On peut done toujours satisfaire anx eonditious du tbeoreme, poorvu 
que c^'^a^bj mais ou oe le peot que d'une maniere seulement. 

Daus toos les cas le segmeut bß sur la plus petite eorde est con- 
stamment k angle aigu, tandis que Fautre aa peut dtre ä angle aign, droit 
ou obtus. 

IL Le tbeor^e ci-dessus (I) ne se rapporte qo'ao maximim ab- 
solo ou priucipal de la somme des deox figores, qui varient antaat qoe les 
Clements donoes le permettent. Si Ton veut traiter cet objet tfose aHuuefe 
plus complete, on s*j prendra ainsi qu*il suit: 

Que Ton repartisse comme on voodra la somme c sor a et 0| pwtieo 
^des perimetres des figures aa et 60, toujours est-il qoe ebacuoe d^dleo» 
de m^me qoe leor aomme S, sera un maximom, lorsque ces figores ooot des 
Segments de c^rtüe. Nous pouvons donc admettre qoe les figores ma H bß 
sont des segments de cercle. Si Ton fait maintenant Tarier ieors «reo a 
et d une maniere continue, sous la conditioB qoe totgoors a + ooit ^gal 
a r« la somme de leors aires aa^bß = iS cbangera aossi cootiooeHemeot; 
et Ion peot se demander: Soms fuelks ctmäUioms, et comMem de fbie eeUm 
somme dememt um meuriamm on tiJi wumimum? 

La diseossjon ulierieore de cette quesiion dorne le rdsoMat soivaot : 
iSS les eories z el h de demx seym^emts de eerele aa ei b0» et Im eoaume de 
lernte «ret TBa + ^^^nl dammeee, Im eamume de leure «rot Sssoa-f-bß 
eel em fem^ml mm wummnam mm um m m mimmm fummd lee mrcs ^vpmr-» 
Hemmemt ä dee eerelee de ri yom i eg i ntx j ei mmeum dee deuat eefeeemte me 
doit Are pime ßrmmd fM le eerde emUer. Im emmdHkm d'memir dee regfeeu 
rjfMTX me peut ebne rem^ßSe qme de troie wmmieree em ptme^ mmme ei ime 
seym^emts pe%i9emi mmsei Are pime fremde fme le eerele^ le «ooilr« dee 
smtisfimsmmt ä Im eomdiikm am^m^emlerm , et damimmt pIme fue Im 
serm pims gründe reüdieemmmt mmx emrdee m et k. 
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Pour le cas particulier ou ni a ni ß ne doivent toe plus grands 
ifOB le cercle, Texisteoce des eercles dans lesquels un maximum oa an mi- 
nhBain a lieo, peut Hre demontree de la raatiiere saivante: 

Si foo regarde les droites a et b eomnie cordes d'on cercle qoel- 
cenqoe^ et si Too desigoe les petits arcs qu'elles sooteudent par a et ß, et 
les grands arcs par oLi et ß«, on peut former avec ces qnantites les quatre 
aomnes differeotes a+ß» ^i + ß^ <^ + ßi9 Oi + ßi* et Ton aara a rechercher 
combien il y a de eercles dans lesqaels une de ces sommes est egale a c. 

Nous avons deja deroontre ci-dessus (I) que, eo ce qoi coocerne 
les somnes a + ß ^ <^i'\'ß ^^^ lesqoelles entre le plus petit arc ß soo- 
teoda par la plus petite corde 6^ il y a toujours un et senlement an cercle 
Mg qui satisfait a Tune ou Tautre. 11 reste dono a exaoiiner combien il y 
a de eercles correspondants k une des sommes a + ßi et tti-f-ßi^ c'est-ä 
dire au cas ou le segmeiit ayant la plus petite des bases pour cordes est 
a aogle obtus. 

Designons par N le cercle dans leqoel la somme du plus petit arc a 
soutendu par a, et du plus grand arc ßt sootendn par la plus petite corde b 
devient an minimom ss o*^; trois relations sont alors possibles entre 0-^ et o"; 
00 aura 

(1) (Ti > (T, 

ou (2) CTi s=s CTi 

Ott (3) (Ti < (T. 

Pour le cas (1) il est clair qn'il n'y a pas de cercle qui satisFasse a 
la condition ci^dessus; 

Pour le cas (8) le cercle N lui-mtoe est le cercle cberche; 

Pour le cas (3)^ enfln, il y a deux eercles qui remplissent la con- 
dition exigee; on s'en assure par le raisonnement suivaut: 

II est clair que la somme des deux grands arcs ai-|-ßi ^^ on mi- 
nimum dans le cercle M, qui a la plus grande corde a pour diamötre. 
Dans ce cas, a proprement parier , ai n*est plus an grand arc, car on a 
ai = €U Seit tr^ cette somme minimuro^ il y a alors trois combinaisons pos- 
sibles; on a 

(a) (Ti <C (Tj et en mdme temps 0*2 K. ^9 

Ott (c) (Ti <C cr^ (r%> c. 

Pour cbacune de ces trois relations on peut, en partant des eercles N 
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et M, parvenir a deox cercles qoi renpliraent la condition ci-deasoa 
oiioiicöe. 

A. Dans Thypothese (a) faisons prennerement crottre le cercle N, 
U aomme des arc» a + ßi croKra de möme (parce qne ao Gommencement 
eile est uii minimum egal a or^, et que ßg eroit plos vite qae a ue dimtnae), 
et puisque ßi peiit devenir de grandear quelcoDqae^ taiidis que a, oe peat 
diiniiiuer que jusqu'a la limite a, il faut qu'oo parvienne a un cercle N^ qoi 
Natlsfasse a celte condition, que a + ßi ^oit egal k er. — Secondement 
faiüona crottre le cercle M, la somine tti + 0| croitra avec lai, et nous par- 
vicndron» a ou cercle ilfs, dans lequel ou aura ai + ßi = tr, leqoel ert 
doiic le cercle en question. 

B. Dans Thypotliese (6), c'est premierement le cercle M lai-mdme 
qtii satlsfait a la condition. — Secondetnent lorsqae Ton fait croilre le 
cercle iV» a+ßi augmente en m^me (emps jusqa'a ce qoe Ton parvienne 
enfm a un cercle iV, dans lequel on aura a + 0i = ^« 

C. Faisons dans rbypothese (r) crottre premierement le cercle iV; 
ou parviendra comme ci-dessus a un cercle JV| qui rend a-f0| = 9-; — 
secondement faisons diminner le cercle N; par cela möme a + ßi croitra, 
et« avant d^atteindre le cercle minimum M, on parviendra a un cercle N^ 
dans lequel a + ßj est egal a <r. . 

On denioutrera geonietriqnement, au moven du tbeoreme (I)« que les 
Segments des differents cercles, qui remplissent la condition mcntionuee ci- 
desüus« ont les proprietes suivantes: 

a) Dans tous les cercles designes par A\, la somme des segments 
41(1(^^3^ est un maximum relatih 

ß) La somme noti 4*^ßi dans les cercles M^ et M (dans le cas 0), 
ta somme iia-|-^3i dans le cercle A^, sont des minima; 

y) Dans le cercle designe par ^iy au cas special (S), la somme des 
Segments aa + ^ßi nest ni un maximum ui un minimum, car ce cas peut 
^re considere comme limite des deux parttes du cas {C\ poisqne les cer- 
cles 2Vt et AT. se conrondeut tous les deux avec le cerde N, et par coo« 
stH|ueDt neutraliseut leurs proprietes oppo$ees« 

II y a eucore deux limites pour la somme des segnents en qoestioa ; 
on parvieut a ces limites en faisanl continoellement diroinuer Too des arcs 
a et 3 (^t ici ce oe soiit plus les petits arcs, mais des arcs qaelcooq 
«outendus par les cordes a et A que nous dt^^gooos par a et p); ea 
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liier lieu ß coiucidera avec sa corde b, oua avecla corde correspoodante a; 
la somme aa^bß diminue siinultanement, eile est douc uo miniiuum lorsque 
a ou ß ont atteint leura liinites. Cliacun de ces niioima limiteü n'est coni- 
pose que d'un seul segmenl aa' ou bß'j lautre segmeot devenant nul; les 
arca de ces segments serout relativement a' s= o* — b ou ß'^=^(r — a; et 
pnisqoe de ces denx segineuts celui qui a la plus petite corde est plus 
petit, on a ath'^bß'. 

IIL Ces resultats subisseot difierentes inodifications^ selou les diffe- 
reotes loiigueors relaüves des cordes a et 6. Coosideroas^ par exemple, 
les denx cas speciaux suivauts: 

1^ Soit a=^b} alors les cercles ZV^et M, Ni et Mi se confondeot, 
le cercle 2V2 devieot impossible, et quant aux antres cercles, il faot avoir 
egard aux relalions suivanles: 

a) Si Ton a cr'^Tra ou <r^=^n'ay cest-a-dire si la somme don- 
nee c n'est pas plus petite que le cercle M, qui a a pour diametre, les 
arcs tti et ß (=a) formeut pour le maximum priocipal (I) une circoure- 
rence entiere de cercle itfi, c'est-a-dire que les segmeots aai et bß com- 
poseut laire du cercle ilfi. Dans le cercle M2y daus lequel la somme 
aai + bßi est un niiuimum (II, ß), les deii^ segments sont eganx et tous les 
deux a angle obtus; leur somme est donc plus grande que Faire du cercle üf]. 

ß) Si Ton a (r<i^a, le maximum principal est le seul possible; il 
a lieo quand les deux segments sont egaux et a angle aigu. 

Dans les deux cas les maxima limites (II) ne cbangent pas. 

2^ Si Ton a 6 = 0, ß et 6 ß deviennent egalement nuls, tandis qoe 
ßi est la circonförence du cercle entier, et bßi est Faire de ce cercle. 

Dans ce cas le maximum principal n'est donc qu'un seul segment aa 
ou aai, et le cercle JV dans lequel la somme oc + ßi (=tt+ai) devient 
uu minimum =(ri (II) estdoue de la propriete particuliere : que la somme 
des tangentes AD et BD, menees aux extremites de la corde a et se cou^ 
pant en D, est egale ä a + ßo c^est-ä'-dire qu'elle est egale ä la somme 
du petit arc a et de la circonference du cercle entierßi. Le minimum 0*2 
de la somme ai + ßi qui a lieu pour le cercle M dont a est le diametre, 
est alors egal a ^Tra. 

a) Si (Ti <C<r, et en mdme temps 0*2 >^ (Hj C), les deux cercles 
iVi etiVs ont lieu, et comme nous avons vu que aa+^ßi (c'est-a-dire la 
somme du segment aa et du cercle entler 2Vi) est an maximum dans le 
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premier, aai+^ßi ^ Q» ninimDiii daos le secoady ei Ton a Ni'^N 9i 
N,<N (II, C). 

ß) Qoand on a 0*2 <! ^9 ^2 aa iiea de Nt est le cercle daos lequei 
aai-f-Sßi devient ttn mioimuin. 

Od peut enoDcer ainsi les deux th6oreiiies (a) et (0): 
Si Von minB tme eorde AB = a iane un cercle fmelcanque ßi, ei 
ü Ton ihre par ces extrAnites les tungentee AD et BD, I0 somme des mres 
du cercle en6er ei du segment ä angle mgu est un $naximum ou un md» 
nimum, selan fue la somme de cejf tangentes est plus petUe ou plus gründe 
que la somme de la arconference entiere et du petit arc, e^est'^ä^dire 
selan qu'on a 

AD + BD^ßi + a; 

il est Ken entendu quHci Varc a et le cercle ßi peuvent ckanger H OBoair 
des ragons differents quelconques, pourtm que la cor de a reste constanie 
et que la somme a-f-ßi ^oit toujours egale ä tr. 

La somme ntti-f-^ßi ^ ^^ möme un mioimum daos (oas les caa. 

IV. Les corollaires suivaots decoolent des tbeoremes precedeots: 
1^ Un segment a angle aiga 6ß est plos grand que le secteor C7 

dans le roöme cercle C si Tarc du secteur est egal au double de la difTe-* 
reoce entre Tarc et la cordeda segment, c'est-ä-dire si ys=s2(ß — V). — 
Ce theoreme est da reste pareillement applicable aux segments qoi bot- 
passent le demi- cercle jasqn*a uo certain segment a angle obtus qfii est 
precisement egal au secteur, et au-dela doquel le secteur devient plus 
grand que le segment — De mdme la difference entre les aires du cercle 
et du pdjgone convexe inscrit est plus grande qu'un secteur dont Tarc est 
egal a deux (bis la difference entre les perimetres de ces figures, si tonte- 
fois le cenire C du cercle n'est pas en dehors du poljgone. De mtee la 
diflference de deux segments a angles aigus ha, — ftß, ayaiit la iDÖme eorde 
h, est plus grande qu'un secteur C7 du plus petit des deux cercles, si Ton 
»7 = 2(a-ß). 

V. Si trois segments de cerdes aa, aß et 07, oont places du mtee 
cdte de leur eorde commune a, et que leurs arcs soieut lies par requation 
2ß=:a+79 1^ aires des luuules aß et ß7 sont liees par les relalioiia 
auivantes: 

(1) Si ß<T, ona aß>ß7i 
(*) Si ß>r, 00 a aß<ßy. 
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53. Les eondithns reetant les mimes que dans h iheoreme (58, 1), 
eauf que la etnnme 8=a + b est dannee au lieu des bases a «/ b, fa 
eomme S des deux segments aa et hß est dautatU plus petite que la dif- 
ference enire a et b est plus petife, de tnaniere que la somme S est un 
mbiimum maximorum, lorsqu'on a a ;= b = ^s, et que eette somme dedent 
la plus grande possible ou un maximum limile, lorsque^ par exemple, on 
a a =s 8 ^/ b s= 0; alors c'est le segmeAt aa quk est ce maximum, tandis 
que hß est nul. 

Demonstration. Preooos a et 6 de graudeors qadeonqaes, mais dif- 
fereotes; seit pour fixer les idees a)>& (fy*^^)j ^^ admeUons qae les 
segineots aa et bß^ dont la somme represenle dans ce cas le maximum 
principal, appartienoent a un mSme cercle^ et qne leurs cordes AC et BC, 
c'est-a-dire a et 6^ aient une extremite C commune. Soit en ontre Hi + ^i 
ssa-f-ds«^ et de plus Ug — bi<^a — bß on aura d'abord le triangle 
ACiB^ACB (3). Imagiuons les segments de cercle a^ai et b^ß^^ con- 
straits snr les bases a^ et b^ , dont la somme est le maximnm dans ce cas ; 
les trois arcs ai, ßi et y formeut nue figure plus petite que le cercle iso-* 
perimetre aß7, et puisque cetle figure est composee des segments aia^^ 
Kßiy ^7 6t du triangle ACfl, 11 faut que Oiai-jr^ißi 'soit plus petit que 
aa + bß. 

54. l^tant donnees les droites a, b, c, d^ ...., bases d'un nombre 
quelconque de figures aa, bß, 07, d^, ••.., et la somme a' = a-f'ß + 7 
+ ^9 •••M ^^ Ugnes a, ß, 7, ^, ...., qm completent leurs perimetres, la 
somme de leurs mres ne peut Ute un maxhnum gue quand ces figures 
sont toutes des segments de cercles egaux; U faut en outre, pour le maxi^ 
mum prmcipal, que le segment agant la plus grande base puisse seul itre 
ä angle obtus. 

Ce tbeoreme decoule du precedent (52, I). 

On peut se demander s'il n'y a pas plusieurs cas dans lesquels les 
figures satisfassent aux conditions du tbeoreme, qui consistent en ce que 
ces figures soient des segments de möme cercle^ et qu'aucune d*elles on 
que Celle seulement qui a la plus grande corde soit a angle obtus; et si 
dans cbacun de ces cas la somme des aires est un maximum? 

Soit a la plus grande des bases, et M le plus petit cercle que oous 
poissions considerer, c'est-a-dire soit M le cercle qui a cette base a pour 
diametre: inscrivons dans ce cercle les autres bases b, e, dj ...., comme 

18* 
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cordes; appelons ß^ yy ij .... les plus pelits nrcs qoi leiir correvpoiideiit 
et Oy tti les arcs correspondante a m (ßi deviendra le plus grand arc, qaaad 
DOII8 ferons croitre daos la soite le cercle); trois relafioDS sont alonr poflH 
aibles: on a 

ou (8) a + ß + y + S+.... = (Tj 

oa (3) a + |3+7+^+ •••• > ^• 

!• Dans la prämiere hypolbese faisons eroitre le eerele M et pre- 
DODS ai aa liea de a; on parviendra (oujoars a au cercle M2 daus leqnel 
on anra 

car^ anppose mdme qne la somroe ß+7 + ^+***« decroisse an commence* 
meut plna qne Farc ai ne croit, rinver9e devra poartant arriver plns tard^ 
pnisqne Ai pent graudir Jusqua riofini, taiidis que ß + 7 + ^ + -***f ne pent 
difflinner jusqua la limite 6-f"^'{*^*t**«*« Li^ somme poarra donc tonjonra 
aiteindre la graudenr dounee tr; mais il est clair qn'il n'y a qu'nne seule 
maniere de remplir la eonditiom 

II. Daus le second cas (2) le cercle M Ini-möme satisfait, et si oti 
angmente an eommenceoient moins rapidement que lasomme ß+7+^+-*«9 
ne diminue, Ton parvient en outre, comme ci-dessua (I), a un cercle Mg 
dans leqnel on a 

Äi+ß+y + ^+--** = ^• 

III. Dans le troisieme cas on obtient tfabord, en faisant croitre le 
cercle Jlf ^ an cercle M^j dans lequel on a 

CL + ß + y + S+ .... = flr, 

car tona eea arca, a^ ßj y, •••., diminneut. Si en outre ag angmente an 
commencement moins rapidement que la somme ß+7+^+*«**9 M di- 
minue, de maniere qne la somme ai+ß + 7 + *-*M ^oH d'abord ^Kcroto- 
sante, il fant qa^il y aft nn certain cercle M^y dans leqnel cette wmmB 
devient nn minimnm so'o ^^ aa-dela duquel eile commence a cri^re ia-^ 
d^finiment, pnisqne Tare ai n*a pas de limife. Donc, si cTg est plus petU qne ov 
3 doity avoir entreilf et Jf«» nn cercle üf,, dans lequel ai+ß+7+****> 
est egal a tr, et^ le cercle angmentant continnellement, on tronvera encoref 
apres avoir depassi Jf^y nn cercle ilfi dans leqnel on aura ai4-ß+7+ ••••sa ^^ 
Les diflKrents eercles qne nons venons de signaler offrent les pro» 
prietes snivantes: 
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a) Dans tous les cercles designes par Mij la somme des segments 

aobif bßj cy, .»•., est un maximum ; de mdme Iasomineaa-f-^l3 + ^7 + **** 
est un maximum dans le cercle M^. 

b) Dans le cercle M2 la somme aai-)-dj3-f ^y + *«** ^^^ ii" minimum. 
Si dans le cas III, tri est egal a o", les cercles M2 et M^ se con« 

fondent avec le cercle M^^y qui ne peut en consequence offrir ni un niini- 
mnm, ni un maximum« 

II reste ä examiner lequel des denx maxima (III) 9 qui ont lieu en 
mdme temps dans les cercles ilfi et M^^ est les plus grand ou le maxi- 
mum principal. 

Remarque. Le th^oreme precedent peut servir eutre autres a re- 
soudre le probleme suivaut: 

Entourer un polygone convexe donne avec un fil flexible de Ion-' 
gueur aussi donnee (Tj de maniere quil passe par tous les sommets des 
angles de ce polygone et quHl comprenne un espace maximum. 

A Tegard des figures sphöriques, on peut enoncer le probleme de 
la maniere suivante: 

Un certain nombre de points fixes etant donnes sur la limile d'un 
pags, et le perimetre etant aussi donne, determiner les frontieres de ma^^ 
niire que Faire comprise soit un maximum. 

55. Si ton suppose que les figures du theoreme precedent soietU 
des Segments de cerch et qu'ils puissent etre indistinctement plus grands 
ou plus petits que le cercle entier, leur somme, les autres conditions re- 
stanf les mAnes, est un maximum ou un minimtim, aussi souvent que leurs 
arcs ont le mSme ragon. 

On verra aisement que le nombre de cas dans lesquels ces condi- 
tions peuvent dtre satisfailes est tres grand, et memo encore, quand od 
exelnt les segments plus grands que le cercle, et que Ton peut seulement 
prendre le plus grand ou le plus petit segment correspondant a ehaque corde- 
Pour reconnaitre si certains cercles sont possibles ou non, on se servira 
de cercles auxiliaires, pareils au cercles M^^ employe dans le n''54, III; 
ees cercles, qui doivent avoir la propriete que la somme des arcs soutendus 
par les cordes donnes a, b, c, ••.., soit un minimum, seront l'objet d'un 
pfobidne preliminaire ; toutefois, pour chacune des cordes, on dira d'avance 
fA Ton awa a prendre le plus grand ou le plus petit arc. II faudra recher- 
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eher lear propri^te caraet^lstiqQe , qoi est la suivante poor oo oas tres 
partieiüier. 

Soient les cordes donnies ^ales a =£ b = e ss ••••^ en noaire hnpmr 
2it+l; si on lea inscrit ä un cercle variable M^y et que Ton ajoute les 
plus grat^ arcs ai de u cordes aux petits arcs a des autres n + l ^c^* 
des, la somme totale na4 + (n + l)c& est un minimum, quand eile est egaU 
h la somme AD + BD, des tangentes AD, BD menees au9 extremUis de 
tune des cordes a. 

Un tbeoröme analogoe a celui da n^52, Hl, 2'', deeoule de eette 

proprielö« 

66. Les tbeoremes 58 et 54 se prdtent a uo grand nembre d'appli- 
eations, que neos allons iodiquer, les unos ea pea de mots et les aatres 
avec detaiL 

Nous remarqaeroDs d*abord que, pour les parties de eercle les plus 
cooipliquees, on peat etablir des tbeoremes analogaes a celni du n^ 68, qui 
ne se rapporte qo'a la partie de cerde la plus simple. 

Noas allons enoncer ces tbeoremes sommairement, sans les discnter 
QO a an. 

!• La somme des mres de deux figures F et Fj , dont te perim^e 
de chacune est composi dun certain nomire de Ugnes en partie donndes, 
et en parties orKlraires, comme dans les theoremes depms vf 21 jusqu^ä 
n^ 50, et dont la sotnme des pirimelres est donnes, ne peut Slre un maxi^ 
mfum que hrsque ces figures sont des parties de cercles ä ragfons ifaux; 
ou si ces fyures sont supposes Slre des pai^ües de cerde, la somme de 
Uurs mres est en general un maximum ou un minimum toutes les /bis 
qu'elles appartiennent ä des ragfons egaux. 

II est facile de värifier cette assertioo an moyea da tbeortee 58, L 
Poar qoe la sosime F-f Fi devienne an maximoni, ces figores doivent £(re 
d'abord des parüea de cercle; elles cootiendroot dooc des arcs Id et X^; 
pois si dans retendoe de ces arcs on retranche de ces figares deax 
Segments a angles aigos aa et 6ß, et qoe Ton sappose poor nn moment 
que les cordes a et A et la somme des arcs a -f- ß soient doanees, la somme 
des Segments aa + ^ß doit Stre an maximam^ donc les arcs a et 0, et 
consequemment anssi les arcs £r et jL^, ont des rayons eganx. 

II. iSi Von exige que les figures F etFgj dont la somam des peri-- 
metres est domnee, soient des parties de eercle seulement entre des amgtes 
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tirconserits iannü C^^ P^'^ consäquent Uurs perimefres ne contiennene 
p9» dB eoräes äonnees), la somme de leur» mres est tm minimum hrs-^ 
f^dtes mU des rqyone igaux. Les deax maxima limitea out liea qaaod 
Tooe ou raotre deei figares derient nulle. On poarrait cbercber ieqael est 
le plus graiid» Quand jP et F^ sont des parties de cercle dans an senl 
aogle circonscrit^ V dans A. et V^ dana B, ces limttes aoot isoperimetres, 
et alora Ft est plo» petit qae V ai Ton Vk A^B. 

Ce mdme theoreme (II) peot eneore dtre conaider^ qoant aux %ares 
planes^ comme nn caa particalier dn aoivant: 

III. La Summe des mres de deux figures ¥ et Vi qui sant don^ 
nies de forme, e^est-^ä^dire qui daivent Stre semhldbles ä deux autres 
figures dcnnees f et fi> et dont la somme des perimetres U-f- Ui est don^ 
nie, est un mkiimum quand ces aires sont proportionnelles aux pirimetres, 
c'eH-ä-dire quand F : Fi = U : XJ^. 

Le theoreme du n^ 54 sert a etendre ces propositiona (I et II) « an 
nombre qaelconqae de parties de eercle arbitraires. 

Oa deduira eneore immediatement des Iheoremes 52 et 54 la serie 
soivante de propositions^ coneernant des figures qui dependent d'^lementa 
fixes ou qui sont renfermees entre des limites fixes» 

57. I. Si le perimetre donne U ^une figure doif passer par les 
extranites dune droite * donne AB z=zti (fig*t&)$ et si ce perimetre est 
plus petit que la drconference du cercle, dont a est le diamelre, en sorte 
que V sott plus peHt que Ta, Faire de la figure est un maximum lors*^ 
qu^dle est composie de deux segments de cercle egaux aa et bß, con^ 
struits sur la corde AB. 

Si Ton a ü ^=^7ra, oa ü^n'a, la condilion que le perimetre pasi^e 
par A et B, ne determine plus la forme de la figure, qui est alors an cercle. 

IL Si le perimetre V est de longueur conslante, tandis que la 
droile a augmente ou dimnue. Faire diminue ou augmente en tnSme 
temps (83). Si a a diminue juaqu'a ce qu'on ait U^=^7ra, Faire ne cbange 
plosy car la figure reste alors coiislammenl un cercle. 

68. I. Entre toutes les figures dont les perimetres sont composes 
d*ane droite G de longueur arbitraire et d'une ligne L de forme arbitraire, 
maia de longueur donnee, et qui doit passer par un point A place de ma- 
Biere qae la perpendiculaire abaissee de ce point siir la droite G seit egale 
a UM longueur donnee p, si L est plus petit que p7r\ entre toutes ces 
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figures, dis-je, la figure iiiaxima est celle dans laquelle la ligue L est 
composee de deux arcs de cercle egaax a et ß qui ont leura central aar 
G (57, I). — Si Ton a au contraire L^s^pr^ ou L^pXj la figore est 
toujourij Uli demi- cercle dout L est la demi-circonference et G le diametre. 

IL L'aire d'une figure dout le perimetre se compose d*une droite 
donnee et fixe AB, d'uue au(re droite fixe G, mais de longueur arbitraire, 
et de deux lignes quelconques a et ß, doot la sooiuie <r est donoee, et qui 
joiguent les deux extremites de la droite AB a des points quelconques de 
la droite G, cetle aire ne peut e(re un maximum que lorsque la droite G 
est normale aux arcs a et |3 qui sont des arcs de cercle a rajous egaux. 

Si uu äugle fixe GU est donne au lieu de la droite £r^ et si la 
droite fixe AB est comprise daus Tespace de cet angle, a et ß doiveut ^re 
respectiveneut normales a ses cötes G et H, et avoir des rayons egaux. 

IIL Si Ton exige que le perimetre d uue figure seit compose d'une 
droite fixe G de longueur arbitraire et d'uue ligne L donnee de longueur 
seulement, et que cette ligue L passe par un certain nouibre de points 
donnes A, B, C, ..••, qui sont tous places du meme cöle de la droite G, 
rette figure ue peut elre un maximum que lorsque toutes les parties de U 
ligne L, seit qu'elles joiguent deux points fixes consecutifs, soit qu'elles 
joiguent le premier et le dernier point fixe aux extremites de la droite G, 
sont des arcs de cercle a rayons egaux (54), et lorsque ces demieres deux 
parties tombent normalement sur la droite G {}). 

II existe un tbeoreme analogue pour le cas oü un angle GH est 
donne au lieu de la droite fixe G, etc. 

59. Si le perimetre L de longueur donnee {fig. 16) dmt passer 
par un point A et se tertniner ä une ligne G, donnee de posilkm, et si 
Ion a L <; 9* a , ou nous designons par a la perpendiculaire AB abmssee 
de A sur G, fmre de la figure renfermee est un tnaximum, lorspu L 
est compose de deux arcs de cercle ä ragons egaux a et ßj pd amt la 
droite AB potir cor de commune et qui par consei/uent coupent soms des 
angles egaux la droite G. — iSi ion <i L = Ta ou L^ra, la fptre 
en que^tion est toujours un cercle ACD, tangent ä la droite G. 

60« Soient donnees de position deux droites paraUeles 6 sf U 
{fig. 17), dont la distance perpendicuUiire est egale ä a; soii em amtte 
donnee In longueur L du perimetre iune figure, lequel dok Slre trmee 
de mimi^re ä atteindre aux deux droites sans les depasser, €l peui maoir 
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de commun avee chacune d^eües ou un setä point ou une partie qud^ 
conque de sa longueur; Taire de la figure renfermee est, selan les diffe-^ 
rentes longueurs du perhnetre donne, un tnaximum quand eile a les 
formes suivantes: 

V. jSS Fon a L = ^ra: le cercle 77, tangetU ä 6 ^/ H^ dont a est 
le diametre, est un maximum; 

V. Si Von a L <;Ta: le perimetre de la figure maxitna est 
compose de deux arcs de cercle egaux a et /?, qvi ont la perpendicuUüre 
AB CS a pour cor de commune, et gut coupent les droltes G et VL sous des 
angles egaux; 

3\ Si Von a L>>7a: le maximum est limite' par deux demi" 
cercles ai et j3|, tangents a G ^^ D, c^est-ä^dire appartenant au diametre 
a, et par les deux droites CD et EF, parties egales de 6 et H« 

6t. ^1 le perimetre d'une figure est compose d^une droit e AB 
d^une longueur donnee 2h et de position fixe {fig* 18)^ et d*une ligne 
quelconque L, donnee de longueur seulementf si Von exige en outre que 
la ligne L ne depasse jamais une droite G, parallele ä la droite AB ä la 
distance a, mais que toujours eile y atteigne en un point ou qu'elle ait 
une certaine partie commune avec cette droite; la figure ainsi formee, 
pour etre un maximum, devra prendre des formes differentes selon les 
diferentes longueurs de la ligne L, savoir: 

l^ Pour la plus petite valeur le L, que nous disignons par 2 c, 
L ee compose de deux droites egales AO et BC, et la figure est un 
triangle isoscele AGB, limUe des figures en question; 

V. Pour une certaine longueur 7, L se change en un arc de cercle 
AGB, auquel la droite G est tangente en Ci la figure est un segment 
de cercle A7C7B; 

3^ Potir une certaine longueur 2 b -f t a , L se compose de deux 
demi'- cercles egaux ^ et e et de la partie DE, qui lui est commune avec 
la droite G; ces demi-- cercles sont tangents ä la ligne G en H et en E^ 
et leurs diametres, qui sont de longueur a, sont perpendicutaires aux 
deux droites donnees; la figure maxima est donc composee dans ce cas 
d^un rect angle ADEB et des deux demi- cercles A^D et B^E 

Dans les longueurs intermediaires et au^deld de la plus gründe, 
la figure se Irans forme de la maniere suivante: 

4\ Si Von a 7>-L>»2c, la ligne arbitraire L est composee de 

CreUe*! Joonal f. d. M. Bd. XXIV. Heft 2. 19 
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deux arcs de cercle eganx a et ß, qui coupent la draite 6 dans le mime 
point eonnu C et saus des anyles egaux; 

5^ Si ton a 7<CL<^2b + 7a9 eile se compose de deux arcs 
de cercle egaux ai et ßi tangents ä la droüe G en A| et Bi et ^une 
droite A|B|, dont le milieu est sur le point fixe C; 

6% Si \j^2h'^xvLj la ligne L est composee de deux arcs de 
cercle o, et ß, de mime rayon et de la droite AsB,, quiest de longueur 
constante 2 b, mais variable de positum; les deux arcs sont tangents ä la 
droite 6 en As et B, et forment ensemble un cercle entier; le plus grand 
des arcs peut indifferemment itre place en K ou en B. 

Dans toas ces cas il est bien facile de delermioer les aires ao moyea 
des valears donoees de a, h et L; daos le deroier cas, par exemple, Faire 
de la figore est egale a 

II. Si la droite 6 a une position fixe quelconque {on suppose 
qu^eüe ne passe pas entre les extremites de la droite AB), si par exemple 
eile est plus eloigffee de B que de A (fi^. IS), la ligne L prend les af- 
ferentes formes suioantes pour que la figure renfermee soit un maximum 
dans chaque cas. 

Pour sa Umite minima la ligne L est composee de deux droites 
AC et BC ^1 coupent la droite 6 dans le mime point C et sous des' 
angles egaux et dont la somme est moindre que la somme des deux 
droites qui joignent tout autre point de la droite 6 avec les points A 
et B; quand on a L^AC + BG, eile est formee par deux arcs de 
cercle a et ß de mime ragon r, qui coupent la droite 6 dans le mime 
point D (place entre C et £) et sous le mime angle (P; sih continue de 
croitre, le point D se meut de C vers E, tandis que le ragon r et Fa/^le (D 
diminuent; quand la ligne L a at leint une certaine longueur Sy eile n'est 
plus qu^un seul arc de cercle AfEcB, tangent en^ ä la droite 6, et 
rangle (P est nul; (P reste nul pendant Facroissement ulterieur de L, et 
dis^lars la ligne L est composee de deux arcs de cercle Oi et ßi de 
mime ragon r, ^i sont tangents ä la droite G en Ag et Bi, et de la 
droite AiBi$ ces deux points Ag et B^ s^eloignent tFabord du point E, 
en s'approchant respectivement des points C et F, tandis que le rmgon r 
decroUf ckacun des arcs a^ et ßi est plus petit que la demi^circomfe^ 
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rence; enfin on arrive au pomt ou Varc ßi devient une demi^circanfe'- 
rence, decrite sur le diametre BF, qui est ta perpendiculaire ahaissee du 
point B sur la droit e G; lä le rayon r est un minimum, le point B| 
tombe^ en ¥ et le point Ai atteint sa distance tnaxima au point E dans 
la direction EC; si L continue de croitre, Varc ßi devient de plus en 
plus grand et di de plus en plus petit par rapport ä la demi- circonfe^ 
rence correspondante , le point Ai mar che des lors dans le mime sens 
que Bij et le rayon r et la partie droile A^Bi croissent indefiniment. 

62. jS^i ton doit construire une figure F de perhnetre donne sous 
la condition qu'elle ait avec chacun des cotes d'un polygone donne V^ ou 
un point commun ou une partie commune; pour que Vaire de la figure 
inscrite soit un maximum, il faut que toutes les parties de son perimetre, 
qui joignent deux cotes consecutifs du polggone P, soient des arcs de 
cercles egaux, et que les deux arcs qui coupent un meme cöte du polg^ 
gone P forment avec lui des angles egaux qui seront nuls^ quand le cöte 
respectif a une certaine partie commune avec le perimetre de la figure F, 
ou quand les deux arcs ont le meme centre (61,11). 

63. I. Quand on fait varier le perimetre de la figure P inscrite, 
tandis que le poljgone P reste le möme, il est difBcile de determiner d'une 
maniere generale les liniites de ce perimetre et la forme correspondante de 
la figure F, principalement si Tou admet que P puisse dtre un polygoue 
quelcouque« La diffieuUe reste la meme quand on ne dösigne par P que 
des poljgones convexes, et quand on suppose en möme temps que la 
figure V soit comprise dans leurs espaces interienrs; car il y a des eas 
ou cette condition est contraire ä la nature du probleme« On sait bien que 
le perimetre de la figure F aura alors une limite superieure, qui est le p^ 
rimetre du poljgone P lui-mSme; mais la forme de sa limite inferieure, du 
minimum du perimetre de F, depend des proprietes du poIygone P. II y 
a poortant certains cas dans lesquels la figure se transforme a cette limite 
en un poIygone rectiligne Fi inscrit an poIygone P, et du mdme nombre de 
cdt^s. Les cötes du polygone F^ peuvent dtre consideräs comme des arcs 
de cercle d'un rayon infini, et cbacun des cötes du polygone P doit for- 
mer des angles egaux avec les deux cötes du polygone Fi qui le coupent. 
C'est en consequence de cette propriete que le perimetre du polygone F| 
est un minimum entre ceux de tous les polygones inscrits au polygone 
donne P (ou, comme on le verra dans la suite, qu'il est du moins un des 

19* 
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polygones a perimetre niiuimam). II reste ä voir si reciproquement uo po- 
lygone inscrit F^ qai remplit la condition qae ses augles exterieurs soieiit 
divises eu deax parties egales par les cötes du poljgoneP, peut toojoars 
Hve considere comme limite de la figure F. Pour ceb, il faut savoir s'il 
est toujoors possible d'inscrire a chaque poIygone P donne on anlre poly- 
goiie Fl qai ait celte propriete; ou bien si le polygoiia P doit repondre ä 
certaioes coDdilions pour que cela soit possible; et enfin, quand Fi est in- 
scriplible, s'il presente vraiment la limite de la figure F. 

Oll se convaiocra facilement que» daas certaius cas, le poIygone Fi 
doue des proprietes exigees, existe; car ou u'a qu'ä le supposer donne, et 
Ton aura de suite le poIygone correspondant P, puisque les droites qui 
parlagent les augles exterieurs du poIygone Fi en deux parlies egales sont 
les cötes du poIygone P. 

Ou repond a ioutes ces questions au moyen des considerations 
suivantes. 

IL Supposons que le poIygone Fi soit inscrit au poIygone P comme 
on Fexige; designons les angles consecutifs de celui-ci par A^ A^j A^^ ... 
...j A^j et les angles du poIygone Fi par a^ o^, ^3, ••••, n^, en nom- 
mant Oi Tangle dont le sommet est sur le cöle ^i^^ 1I2 celui qui est sur 
le cöte AzA^j etc. On aura alors 

2Ai =z a„, + üij 

2 Ja = «1 + «2, 

(A) {2J3 = «2 +Ä3, 



On tire de ces equations les consequences suivautes: 

1^ Si le nombre m des cötes des polyyones est impair ^^ s= 2 n -f* 1^ 
les angles du poIygone Fi sont immediafement determines par les angles 
du poIygone donnä P ; car chacun des angles de Fi est egal ä la diffe-^ 
rence entre la somme des angles ä indice impair et la somme des angles 
ä indice pair du poIygone P, en comptant chaque fois les angles de ma^ 
niere que des deux angles de P, voisins de f angle eher che, Fun soit le 
premier, Vautre le dernier; en sorte que Von a, par exemple. 

(B) a„ = (Ai + A3 + .... + Ajn+i) — (A2 + A4 + .... + A2J. 
2^ Si au contraire le nombre des cötes est pair, si Von a m &= 2 o 
les angles du poIygone Fi ne sont pas determines comme dans le premier^ 
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cos; tnais ceux du pofygone P soril assujelis ä une certaine condition, de 
moniere que ceitii^d ne peut itre un pofygone quelconque. Cette coH" 
ditian coneiste en ce que la somme des angles pairs doit Stre egale ä edle 
des angles impairsf on aura donc 

(C) Ai + A, + .... + Aja-i = Aa + A4 + .... + Aj«. 

Dans le pretnier cas {V) le polygone Fi est toujours possible et 
absolament delerniine^ saus qae le polygone P seit assujetl k aucune con- 
dition; mais, vu la restriction ci--dessus (I), il cesse de represenler la 
limite de la figure JP\ dds qu'un de ses angles devient negatif, ce qui peut 
facilemeut arriver, comme on le voit par la forme de Tequation (B). 

Mais daos le second cas (2''), si les angles des P remplissent la 
condition (C), le poIygone JP\ n'est pas encore entierement d^teruiine, car 
one infinite de polygones fi resCent possibles^ lesquels sont (ous inscrits an 
polygone P sous la condition donnee .et avec un perimetre uiiuimum , c'esl- 
ä-dire quils out tons des perimetres eganx et plus pelits que ceux de (out 
antre poIygone inscrit au poiygoue P. Parmi tous ces poiygones /l se 
trouvera aussi le poIygone Fi^ limite de la figure JF, et ce ue peut dtre 
que celui d'eulre eux dont Faire est un maximum. 

Les raisonnements snivants serviront a faire voir comment on trou- 
vera le poIygone Fi daus les deux cas , ou les poiygones /[ daus le der- 
nier cas, eu m6me temps qu^ils montrerout leurs propriet6s d'un nouveau 
point de vue. 

II L A* Seit donne un poIygone P d'un nombre impair 2n + 1 de 
cötes» D'un point quelconque a, pris sur le premier cö(e A1A29 faisous 
partir un rayoo de lumiere sous un angle arbitraire a; supposons qu'il su- 
bisse sur le second cöte ou une reflexion ou une refraclion teile que le 
rayon refracte se propage suivant la memo droite quo le rayou refl6cbi, 
roais eu seus contraire; la meme chose se reproduira sur le troisieme, sur 
le quatrieme cö(e, etc., jusqu'ä ce que le rayou soit enfiu rejele du dernier 
cöt6 sur un point b du premier^ avec lequel il formera Tangle ß. Prenons 
mainteuaut ce point b pour point de depart, le rayon sera encore refl^clü 
oa refracte dans le point b meme^ eusuite sur tous les autres cötes, et il 
reviendra pour la seconde fots sur le cötes A1A2J qu'il rencontrera daus 
le point c, et sous un angle 7. Alors les relalions suivautes ont lieu: 

1*. On a toujours y = a ; 

8^ Si le point de depart a change arbitrairernent de position sur 
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le cöte A1A2, iatuGs que VangU a teste constant, la äroite ac et U che^ 
nun parcouru ne chanffent päs de longueur; pour cela il fimt qtion prenne 
iautes les parües du chemin avee le eiyne +9 ^ 1^ ragfon a Üe refliehi 
sur tous les cötis; mais s^il a ausei Üi refracti, on donnera des signee 
contrmres aux parties du chemin parcourues avant et apres la rifraction: 
les parties du chemin doivent donc changer de eigne apres chaque rifracüon. 

3^ Pour chaque angle donnS a , il g a une position du point de 
depart a, teile que le point b colncide avec luif et, rSciproquement pour 
chaquet position du point a, on peut determiner ^Tangle Oy de maniere que 
le point b tombe en a. 

4''. II existe toujours une seule grandeur de T angle a^ pour la^ 
quelle on ac = 0, c'est-ä^dire pour laquelle le point de retour c cofndde 
avec le point de depart a, quelle que soit la position de celui-ci sur la 
droits Ai A,; le chemin du ragon est alors tut polggone f, de in + 2 cötes 
inscrit au polggone P, de moniere qu'il g fasse deux tours et qu'il g mt 
deux Sinnmets ffangles sur chacun des cötes de celm-d. Dans ce cos 
t angle ß est egal ä a\ le ragon retoume donc apres le pr emier drcuit 
sous le meme angle, sur le premier cöte sous lequel il en est parti; les 
c6tes de chacun des polggones f^ sont dont paralleles deux ä deux. Le 
perimelre du polggone fj est constant, si Ton a egard au sens du ragon 
(2''). Les sommets des angles ^ et h sont toujours igalement eloignes dun 
point fixe m sur le cöte Ai A,, de sorte qu'on a toujours am ?s bm, et 
la meme chose a Heu sur tous les cötes du polggone P; donc si ton met 
Vi en m^ h g tombe aussi; le ragon revient donc sur son chemin apres 
n'avoir decrit qu'un seul tour qui est le polggone F| de 3 n + 1 cötes^ on 
peut donc considerer le double de celm'^ci comme un des polggones de^ 
.signes par fj : ce polggone spScial est justement le polggone F| dont nous 
avons parle d-dessus (II); le double de son aire est en mime tetnps un 
maximum entre les aires des polggones fj. 

B. Soit donn^ un poIygone P d'an nonibre pair 2ii de cötes. Sop- 
posons que d'uo point a, pris sur le premier cöte A1A2J parte ao rayoa 
de lumiere sous uo angle arbitraire a, qu'il se meuve comme ci-dessus, et 
qu'apres ua premier tour il retombe sous un angle ß sur ud point b da 
möme cöte A1A2J etc. Alors ont lieu les lois suivantes: 

r. On a toujours 

a — ß = (Ai + A3+.... + A2„.i) — (Aa + A4 +....+ Ajn) = u. 
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2^« Si la diffiSrence u est commensurable avec t, le rayon de hi^ 
miere retournera sur le premer cöU apres un cerUdn nomhre de t^mrs 
Sims le mSme angU quHl en itmt parti au commencementi s'il y arrive 
dane dans le point t et sous tangle r, on aura r^=sai si a reste constant 
tandis que le paint a ehanye de posiHon, le chemin du rayon et la droite 
at restent aussi constanls, etc. 

Z\ Soit u = 0, e'est^ä'dire eoit la somme dee anyles pairs du 
polygone P egale ä la somme de ses angles impmrs; ährs on a ß^s^a^ 
ifest'ä'dire que le rayon revient dejä apres un seul tour rencontrer le 
Premier cdtd sous le mSme angle sous lequel il est partL Si le point » 
ehange de position, sans que la grandeur de Tangle a tarie, le chemin 
du rayon et la distance des deux points a et h restent constants. Quelle 
que soit la position du point Bj il y a toujours un angle correspondant Of 
qui fidt que b tombe sur a; le rayon decrit donc toujours un polygone f^ 
du mSme nombre de cötü et du mime perimetre, qui est inscrit au poly^ 
gone donne P : parmi ees polygones f^ qu'on peut obtenir ainsi, se trouve 
celm que nous avons disigne ci^dessus (II) par Fi et qui est la limite 
de la figure F; c'est celui d'entre eux dont Taire est un maximum et qui 
jomt en mime temps de la propriete que la somme de ses cötes pairs 
est egale a la somme des cötes impairsj par-lä le polygone F^ 
est parfttitement determine. 

C Remarquons d^abord que le premier (beoreme (A), qai se rap- 
porte aux polygones a oombre de cdtös impair, peut dtre eotisidere comme 
un caa special du secood (beoreme (B, 3*"); car puisqu'on est oblige de 
faire deux (ours dans ces polygones (A), cela revieat parfaitemeut au mSme 
que si le polygone P etait du nombre double 411 + 2 de cötes et qu'on ne 
fit qu'un seul (our; on salisferait toujours a la condition fi = 0. La con* 
stmction suivante est donc indistinctement applicable aux polygones f^ et 
/^{ eile decoule des proprietes suivantes: 

W Les cötes bomologues des polygones /l sout paralleles entre 
eux (a cause de Tangle conslant a); 

8^ Quand la position d'un quelconque iw eötes est donnee, celle 
des autres cötes se trouve aussi determinee: donc le polygone enlier est 
connu dans ce cas; 

Z\ Le premier cöt6 aia2 de Tun des polygones /I, dont les deux 
extrimites a^ et a^ se trouvent sur les premiers deux cötes A1A2 et Jj^s 
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du poIygone P, peat passer par on point qnelcooqae donne pii on irouvera 
ce cöte de la mani^re suivante: 

„Du point donne pt on abaissera une perpendiculaire pi^i sur le 
„second cöte AiA^ du poIygone P, et on prendra sur son prolongement 
,,un point pz tel que Ton ail Pigi'=^Pigi\ du point p^ on abaissera de nitoe 
,,une perpendiculaire pz^i sur le troisieme cöte A^A^y et on prendra sur 
,,son prolongement le point pz tel que p^gz^^Ptfii on repetera ia mönie 
^ Operation sur tous les cötes du polygoue P, jusqu'a ce qne Ton parvienne 
9, au point p^^i moyennant la perpendiculaire abaissee du point p„, sur le 
^^premier cdte AiAii ce point (p„^i) se trouve sur le cöte demande a^a^ 
„ou sur son prolongement; ce cöte est donc parfaitement determine par Ia 
,, Position connue des deux points pi et ;»m+i*'' 

On construira donc dans les deux cas, d'abord uu quelconque des 
polygones fi ou f^j et Tou en deduira Tacilement le poIygone special Fi. 

II y a encore une autre construciion qui s'applique seulement aux 
polygoues /, d'un nombre de cötes impair, car dans ceux-cl on peut trou*- 
ver immediatement Tangle a au moyen des angles du polygone donne P 

(II, 1^)- 

64. II ne sera pas inutile de considerer encore les cas sp^ciaux 

suivauts* 

h Si le polygone donne P (63, III, B, S"") est un qoadrilat^re ABCD, 
il faut qu'il seit inscriptible ä un cercle (parce quon a A + C^ss B-^ D^. 
Ou irouvera les quadrilaferes inscrits fi de perimetre minimuro ao moyen 
d'un aulre procede plus simple que le precedent; on construira d^abord le 
quadrilal^re special F^^ limite de Ia Ggure F, et qui a laire maxima de la 
niauiere suivante: 

,, Dans le quadrilatere ABCD tirez les diagonales AC et BD; de 
„leur point d'iitersection E abaissez sur les cöt^s du quadrilatere les per» 
,, pendiculaires Ea, Eb, Ec et Ed; les points a, b, c, d sont les sommets 
,,des angles du quadrilatere clierche F^r 

Le quadrilatere ab cd ou F^ est circonscriptible ä un cercle qui a 
son cenire en E. 

Pour obteuir les aiilres quadrilateres f^ ou a^biCidi^ on prend un 
point arbitraire a^ et Ton fait les cötes a^b^^ b^Cu etc., paralleles aux cötes 
homologues ab, bc, etc., du quadrilatere ab cd. 

II. Si le polygone donne P (n''62) est un triangle ABC, et si 
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la figure inscrite J^^ doit ^(re comprise dans son espace interiear, le peri- 
metre L de la figure F aiira les formes et les Umites saivantes: 

l^ Pour une certaine longueur a de hj la fyure est le cerele 
üiscrü au trUmgle} 

V. Si Van a L >> a, ce perimetre est compose de trois parties 
des cötes du triangle et de trois arcs de cerele du mime rayon, dant 
chacun a pour tangentee deux cötes du triangle j 

3"*. St Ton a L <1 a , le perimetre est compose de trois arcs de 
eerele de rayons egaux, qui forment un triangle curviUgne aß 7, inscrit 
Wi triangle ABC i chacun des cötes de celui^ci est coupe sous des angles 
egaux par les deux cötes adjacents du triangle inscirff les droit es qui 
partagent les trois angles du triangle aßy en deux parties egales, se 
rencontrent en un seul point D. Si le triangle donne ABC est d angles 
aigus, la Umite inferieure de .aßy ou F, que nous avons designee par 
Fi (63), est le triangle rectiligne abc, que fon obtient en joignant les 
pieds des perpendiculaires abaissees des sommets du triangle ABC sur 
les cötes opposes. Le triangle abc a danc le perimetre minimum entre 
tous les triangles inscrit s au triangle donne ABC; ks droites qui par^ 
tagefU ses angles en deux parties egales, sont en mime temps ces per^ 
pendiculaires desquelles nous venons de parier et qui se coupent en D; 
ses angles exterieurs sont partages en deux moities par les cötes du 
triangle ABC. 

Bemarque. Ces tbeoremes se rapportent egalement aus triangles 
plana e^ spb^riques» Mai.^ ce serait Tobjet d'uue recbercbe particoliere de 
voir 61 les tbeoremes couceriiant le qaadriiatere ABCD (I) et les poly- 
gones P, fi et f^ (63) peuveut aassi 6tre transportes aax figures spberiques 
oa s^il faudra y apporter certaines modificatious ; cor il esi clair qu'au po- 
lygone JP\ a perimötre miuioiuui et qai est la limite de la figore F, existe 
aassi sor la spbere, et que Ton obliendra le poljgone P par la coDstniction 
donnee ci*dessus (63, I) si le polygone F^ est dona^e. 

66. Jusqolci noas avons suppose que tous les cdtös du polygone 
P soient des droites dounees; mais on pourrait employer de möme an po- 
ljgone curviligne ou une courbe quelcoiique Pi. Le th^oreme parait alors 
^re plus generale mais pourtant il n'est qu'une consequence du tb^oreme 
prteödent; c'est ponrquoi les propriöt&s principales de la figure F restent 
les mömes. 

Ck«lte*t Joninal f. d. M. Bd. XUY. ReftZ. 20 
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Poor qoe la figore F soit dooc an aiaximain, les cooditioos sohraotet 
doiveut d(re remplies; il fant: 

1) Que toutes les parties du perimetre qm joignent du cätes 
courbes cansecutifs de Pi soient des arcs de cercles egaux; 

S) Que les deux arcs qui renamtrent un mime cöte de Pi^ le 
coupent dans le mime point et sous des angles egaux, au qu'Us lui saiemi 
tangenls eti deux points differents. 

Ce theoreme ne s^appBqae pas sealement aox figores aitoees dans 
on plau oa sar ooe sphere, aais il a liea quelle qoe aoit la sorface courbe 
sor laqaelle eile se troave."^) 

Yoici Tenoncä de ce tbeoreme g^oeral: 

„ Un nambre arbitraire de courbes au un polggane curviHgne P| 
„etant donne sur une surfmce courbe S quelcanque, an doit lui inscrire 
une figure F de perimetre donne, qui ait avec chacun des cötes dePu 
au un paht ou une partie commune, et dant Faire soit un maximum; 
„eUe aura les proprietes cmracteristiques suwantes: 

„V. Si Fan mens la surface developpable , tangente ä la sur- 
,,face Sj suivant une de ees parties du perimetre de la figure F, qui 
„joignent deux cdtes eonsecutifs deP^ et si an la developpe ensuite, il 
,ßfaut que cette partie donne un are de eercle; 

„t^. Tous les arcs de eercle que Fan obtient de cette moniere 
„seront de mime ragon; 

„V. Enfin, les deux Ugnes qui fönt partie du perimetre de Vj et 
„qui rencontrent un mime cöte de P^^ doivent, ou le couper dans le 
„mime point et sous des angles egaux, an lui itre tangents en deux 
„points diferents.*' 

M. La figure F* pourra (oujoura ae transformer a aa liaite eo on 
potygone jF*19 dont les cötes sont les lignes lea plus eourtes sur la snrfaoe 
iS et qui doDoent des droites par le developpement} le perimetre de ce 
poIygone ^t est en mime temps un maximum ou un minimum entre ceux 
de tous les polygones que Ton peut inscrire au potygone P| avec les lignes 
les plus eourtes. II parait möme qu'en general, si reciproquement le peri- 



*) J'ai deji fait comiaitre ce theoreme dans une aulre oceasioD. Voyes lee 
Campfes rendns de TAcad^mie des Sdences de Berlin , avril 1839; el le Journal 
t Institut, annee 1839. 
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iiie(re dnn polygooe Fi^ iuscrit ao poIygone P^ aveo les ligoes le« plus 
coortes, est na maxiamm eu ua mioimain^ ce poljgene est la limite de la 
figare F. Hais le cas special saivant fait ea (oelqaes sorle aue excepfiou 
ä cette regjtei 

Si Too designe par Pi na sysieme de »1 coarbes on on poljgone 
curviligne de m cdtes, sitae dans uo plaa, Fi sera an poljgooe rectiligne. 
Mettoos daus les sommets de' toos les aogles de f\ des tangeotes a ees 
coorbes; elies formeroot un polygooe P, qui sera avee le polygoae F^ dans 
la relaCHNi da d"" 63. Car le polygooe F^ est aassi la limite de la figore 
F iuscrte a ce polygooe P; dooe son perioietre est an minimnm entre 
ceax de (oos les polygooes ioscrits a P; ses angles extöriears sont divises 
en deox parties egales par les cdtes de Pf et enia si jle nombre des edles 
est pair, si Ton a m ss 2 n , la somme dea an^es a indices pairs da poly- 
gooe P doit 6tn egale a la somme de aea an^ea a indices impairs. Dans 
ce casy la aomme des cötes a indices pairs da polygoae Fi doit aossi 6tre 
egale k la aomme de ses cdt^s a indices impairs (63, III , B, S""). Donc 
tin polygooe fi a perimötre minimom, inscrit an polygooe coarbe P^ de 
3 n cdtes, n^est pas necessairement la limite de la figare F; poor e^la il 
faat encore qae la somme de ses cdtes paira seit 6gale k la somme des 
cötda impairs. 

Cette exception n'a pas liea si m est impair oa si Ton a nt ss 2it-f-l; 
poor ce cas noos avons le theoreme special saivant: 

Si le^ samtnets ies angles Sun trumgle a b c (011 Fi ) sont respec- 
twement sur trois courhes äonnees A, B^ C ( oti Pi) , t/ faut^ pour que 
stm perimitre soit un maximum ou un minimum, que les normales ä ces 
courhes j menees par les sommets des trois angles du triangle^ divisent 
ees angles en deux parties igalesf elles se reneontreront done en un 
seut pointi ou bien la normale dans chaque sommet doit reneontrer en 
un mime point les tangentes dans les autres sommets. 

Ce theoreme s*applique ä la spbere d'ane maniere analogoe. 

67. On pent encore varier de plnsieors manidres les donnees poor 
les figares comprises dans an plan. Par exemploi soit donoee ane senle 
coofbe Po AO li^o des m coarbes da cas precedent; on demande qaelle 
est la figare Ff oa qoel est le polygooe rectiligne /l, inscriptible sons les 
mömes conditions. On aara alors le theoreme saivant, relatif au poIygone /l ; 

Entre tous les polygones recHlignes de m cdtis, qm peuvent Ure 

«0» 
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inserits ä une courbe dannee P^ celui seulement dmU Us anales soni 
dhises en deux parties egales par les nortnates de la courbe, peut avoir 
un perimetre maximum au minimum. — En particalier od pourra s^exercer 
8ur le Probleme suivant : P| Hont une eliipse dannee, tramer U pofygane fi , 
dont le perimetre est un maximum? 

68. Le maximum ou le mioimum d'aire (Fun poljgooe rectiligne p 
ioscrit au poljgone carviligne Pi est aasujeli a la conditioo raivante: 

Paur que faire ffun polygone rectiligne ^ de m cötis, qm est in^ 
serit ä un polygane donni curviligne de m cölis (au ä une seule caurhe) 
Pi , soil un maximum au un minimum, il faut que la tangente, en chaeun 
des sammele, sait parallele ä la diagonale qui Jaint les angles vaisins» 

n y a un (beoröme analogue pour les mdmes figores, trac^s so^ 
la sphere. 

Od sait que la courbe doDDee Pi 6taDt une eliipse, il 7 a uoe in- 
finite de polygones p qui satisfont a la condilion, et qui ont donc toas nne 
mdme aire maxima« 

Remarque. Oo poorra s'exercer ä cbercber les coaditions que les 
polygones circanserits au polygone curviligne douuö doivent remplir poor 
avoir une aire ou m perimetre maximum ou minimum. 
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Sur le mouvement des fluides. 

(Par Mr. A. F. Svanberg k Stockholm.) 

(Pi^ttt^ k TAcadteie det tciencet de Stockholm 13 Nor. 1839.) 



l. Je vais considerer dans ce memoire le cas da mouvement des 
flaideSf oü tout est sym^trique autour d'aa axe doone qaelconqoe. En eflfet 
il est aise de prevoir^ que la consideration de ce cas devra simplifier loa 
equations, d'ou depeodent les lois da mouvement eu general; et puisque de 
plus on le rencoutre trea souvent dans la nature, il parait pour cela mdme 
meriter Tattentioo partieuliöre des geometres. Quand par exemple an liquide 
s'ecoule par une orifice circulaire pratiquee au milieu du fond d*un vase, 
dont la paroi est une surface quelconque de revolution avee ,un axe ver- 
tical, et qu'a Fetat initial tout a ete symetrique autour de cet axe, il devra 
aussi continuer de TStre pendant tonte la duree de mouvement. Dans les 
tournans d*eau et dans les tourbillons la nature en foumit aussi d'exemples. 
Si pour les inconnues de la question on choisit outre la pression et la 
densite^ qui pour les fluides elastiques est variable, 1**** la vitesse d*une 
molecule parallelement a Faxe, 2~'"'^ la vitesse, avee laquelle eile s'approcbe 
oa s*eloigne de Faxe, 3"*"* sa vitesse de rotation autour de Faxe, Fanalyse 
nous donnera une loi bien remarquable, quant a cette derniere, dont voici 
Fenonce: si Fan suif une molecule quelconque dans la courhe, qu'elle dd^ 
crU pendant son mouvement, sa vifesse de rotation sera toujours en rot- 
son invene des carrü de ses dislances ä Taxe. 

Je suppose connues les suivantes formules fondamentales pour le 
mouvement des fluides: 

- S^ dp . du .^du , ^ d%i . du ^ 
o i dp . dv , ^^ dv I ^ rfr , dv ^ 

- i dp . dw , dto , '^^o . dw __ » 

. </g , d{Qu) , d{Qv) , d{g to) „ 

*• If^^dJr^ dy T-rf^«"» 
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Si Ton multiplie reqaatioo (14) par siaO et (15) par eosOi on aon en mos- 
trayant la premiere de la aeconde 

17. rjf +rfig + rTj^ + 2M7= rcosO- XamO. 

Sopposons mainteoaDty qae lea seoles forces, qui agissent sor cbaqoe 
molecule, soient des attraclioos oa repukiooa vei^ des ceotrea fixe« oa 
mobiles, mais doot la resoltante, a cause de la symeirie sappo^see antoor 
de Faxe des z, doit avoir uue direction qai passe par cet axe. Alors on 



Z: F = xiy; tfou Yx — Xy = 0, 
oa iMn en sabstitoant les valeurs de x et y donnees par les formules (€) 

18« FcosO — Xsin9 = 0. 

Si Ton fiüt 

FsinO+XcosO =z R, 

on troavera en carrant 

F'ainÖ' + 2FX8in8cose+X»cos8» = JP; 
fliais en Yertn de (18) on a reqnation 

F'eosa" — 2FXsineoo8e+i:'8in8' = 0, 
laqnelle lyontee ä la precedante donne 

F' + 2:* = Ä^ tfon B = ir(F« + X*> 
Cette expression de R fait voir, qu'apres la sobstilntion des valenrs de x 
et y donnees par les formnies (6) on obtiendra ponr R nne expression in- 
dependante de 6. Les eqnatious (16) et (17) deviennent par conseqnent 

Les eqnations (3) et (4) donnent 

dont la demiere peot anssi se mettre soos la forme snivante: 
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3. Le Probleme da moavemeut que nous avons coosidere, se trouve 
doDC redait a la Solution des qaatre equations donuees dans le numero 
precedent r, z et t y entrent comme variables independantes, c'est-a-dire, 
ils n*appar(ieooeiit pas exciusivemeot a ane mdme molecale de la masse 
floide. Si aa contraire on veat suivre une molecule qaelcooqae dans la 
trajectoire qa'elle decrit pendaot son moavement, il faut considörer r et z 

comme fooctious de /. Designons dans cetle deruiere supposition par ^ 
le coefßcient differential de 7 par rapport a t; nous aorons 

rf.y rfy , dy dr ■ dy dz 

1i ^ di"^ dr' di^ dz'li^ 

ou, ce qui est le mSme^ 

L*equa(ion (20) pourra done s^ecrire ainsi: 

di ^ r dt ^ ^ 
et cela multiplie par r^dt donne 

r^d.y + 2yrdr = 0, 
dont rintegrale est 



d*oa enfin 



r*7 = a, 



24. 7 = 4 



La constante a peut en general varier d'une molöcule a Tautre; 
mais pour chaqoe molecale säparöment requation (24) donne la loi soivante, 
fort remarquable, savoir, que la vitesse de rotaiion la moldcule dans divers 
pohUs de sa trajectoire sera toujours en raison inverse des carres des 
distances ä Faxe du mouvement. 

De requation (24) suit, que si les molöcules pendant leur mouve- 
ment sont forcees de s'approcher de Faxe, leur vitesse de rotation ira 
toujours en croissant; ce resultat est en eflet confirme par Fexpärience 
dans les tournans d'eau et dans les tourbillons. Si a Tetat initial n a etö 
SB pour tontes les molecules, alors, et dans ce cas seulemeut, 7 sera 
constamment nul pendant tonte la duree du mouvement. 

4. En genöral, si a Tetat initial on a communique a la masse fluide 
an mouvement de rotation tel) que a seit constant pour tontes les molöcules, 

Cidle*! iomial t d. M. Bd. XXIV. Haft t. 21 
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il est evident qoe reqaatioa (84) devra sabsisier möme en regardaot r, z 
et t comme variables iiidependanles. Neos sopposerons ceia, et pour abre* 
ger ooas ferons 

25. /^-2 = P. 

De plus puisque ooas avons soppose, qoe JS et Z provieoDent seolement 
des attractions od repulsions vers des ceotres fixes oa mobiles, situes sur 
Taxe m^me des z, il faat qu^on ait 

86. Rdr + Zdz = dS; 
d'ou 

jS> efant eu geoeral nne fonclion de r, z et t^ mais qot dans TequatioD (86) 
est differenlie seulement par rapport k r ^i z. Les eqaations (19) et (81) 
peuvent douc s'öcrire aiusi: 

€^m dP ,dfA .ifi . dfi «« dS 

Pour eliminer P, diflerentions requatiou (87) par rapport a sr et (28) par 
rapport k r; puis retraucbons la secoude de la premiere. L'equation, qai 
en resultera, peut se ineltre sous la forme suivaote: 

Tt +f Tlf +" 35 

Faisons pour abreger 



dfi dw 



= 0; 



dz dr 

reqoation precedente donnera 

Si nous designons, comme neos Favons fait precedemment, par -4t- le coöf« 

ficient diflerentiel d'uue fonction quelconqoe U par rapport ä ^ en y regar* 

dant r et aossi comme fooctious de ^, nous aureus en genöral 

dU , dU , dU d.U 
7r + '*JF+*^2ri"=' "JT' 
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et par lä reqaation (89) se changera eo 

L'eqnation (22) donoe 

00 bien 

dt ^^ \dr ^ dz^ rdi) — "• 

Dela 00 tire 

rfft I dto d.Q dr 

dr^Tz ~ Qdt TSt^ 

par oä requaUon (30) deviendra 

rf>Q — Qfd.Q 4 dr\ 
dt •" "^Kgdt^ rdt)' 

laquelle moltipli^e par -g- devient integrable et donoe 

log© = logft^r, 
d'od noos obteooos eofio, eo reoiettaot pour © sa valeor, 

o« dß dto • 

La coostaute b est iodepeodante de la shuatioo cootioaellemeot cban* 
geaote de cbaqoe molecole, mala qui geoeralemeot n'est pas la mdme poor 
tootesy c'est*ä-dire qo'elle peot varier d'oo poiot de Fespaee ä Taatre. 
Sa valeor se determioera d'apres la valeur cooooe de © a ooe epoqae 
quelcooque doooee« Si a cette epoqae la valeor de © poor toas les divers 
poiots de la masse fluide est teile , qu'on obtieot b coostaot poor toutes 
les molecoles, il s'ensoit que Teqoatioo (31) devra subsister peodaot toute 
la doree da moureoieut, mSme eo regardant r^ 2r et / comme des variables 
lodepeodantes. Si p. ex. a aoe epoqoe qoelconque 00 avoit 

32. ^-^ = 
dz dr 

poor toos les poiots da fluide, il s'eosuivroit 6 = daos reqaatioo (31), et 
par coos^qoent Tegalitö (32) devroit sobsister ao beut d'uo temps quelcooqoe 
poor toos les poiots do floide. Mais Teqaatioo (32) est celle de cooditioo, 
pour qoe {i^dr-^-wäz soit la difiereotielle compidte d'uoe fonctioo qoel«- 
conqoe <P par rapport a r et sr. Si donc 00 fait 

33. ^dr ^wdz^ss, d(p, 

21» 
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ce qoi donne 

et qu*oo sobstitae ces valeors dans len equations (27) et (t8), il viendni 

i/r '^ drdt'^ dr * rfr* "*" dz * rfri/Ä r» ~ rfr ♦ 

dz "^ dzdi'^^'dr'dTdz'^'dz'lfz^ dz * 

Ces eqaatioDs donnent, si on les ajoote apres avoir moUipIie la preni^ 
par ilr et la aecoode par dz, 

et rintegration de eette eqaation donne 

«. |.+4n.i[(4£y+(4|)-]_j^=& 

On pourroit j ajouter ane fouction arbitraire de t, poiaqne daos 
riDtegration cette variable est regardee comme eonstante; mais eoauae cette 

foDdicu peut ötre censee renrermee dans la valear de -^^ on pent, «ans 

deroger a la generalite de reqoation pr^cedente , se -dispenser de Yj ajoo- 
teh L^eqnation (22) donne 



rf« "** dr "* rf^ 



35. 4£ + ^Lj^+-±;^+iL.^ = a 

dt * dr ■ dz * r dr 

5. Supposons qo'il s'agit d*an fluide ineoapressible et qae la pe- 
santeor seit la seule force qni agit snr ses nu^lecnles. Alors q est eoB* 
stant et on peot fe supposer egal a Tonite; reqnation (25) doane par 
conseqoent Ps=sp, et si Ton pread les z positives dans nne diredion con- 
traire a celle de la pesantenr, on aara 

Z = 0,- F = 0, Z = — ^, 

ß designant la vitesse d'nn corps pesant apres nne seeonde de didte libre» 

L*eqaation (26) doane 

Ä = — #«. 

Snpposons qae le nu^nreaent ait eommence do repos, nons anroiis 

« = poor tootes les moldcoles, d*oa Ton eonelot en general y s=0. Poiaqae 

de pIns a ce moment fi^ssO et w ssO, (idr+wdz est alors nne diflereiK 

tielle coBplete, et par conaeqaent ä oontinuera de l'dtre pendant tonte 1« 



iS. Svanberg, sur le mauvtmeni des fluides* 161 

duree da mouveinent. Los eqiiatioDs (34) et (35) donneot pour ce cas 

De ce8 deax equatioos dependent les lois de recouleineot d'uii liquide par 
une orifice circalaire, pratiqaee aa milieu du foud d'uu vase, doot la paroi 
seit one surface quelcouqae de revolution autoor d^un axe vertical, le mon- 
vement ayant comineuce du repos, de maniere qu'il D'y ait pas de mouvemeut 
toüirnoyant. 

6« Puisqoe dans le cas du moavemeot, que noua venons de eoosi-» 
derer, r et z decroisseut tandis que le temps croit, il est evident que /et et 
w devront dtre uegatives. Desiguous par r^ la valeur de r pour rorifieet 
et par R pour la paroi ; R sera en geueral uue fonetion de z. Or seit que 
la surface du niveau s'abaisse, ou qu^elle ne varie pas, si Ton appelle q le 
volome du liquide sorti da vase au beut du temps t, sa diflereotielle sera 
egale au volume du liquide, qui (raverse an plan quelconque perpeudiculaire 
a Faxe pendant Tinstaut dt. Si donc dans uu tel plan nous considerons 
uo anneau circulaire compris entre les deux rayons r et r-^-dr, son aire 
sera egale a 2xrdr, laquelle multipliee par — wdt donne le volume du 
liquide, qui pendant Tinstaut di Ta traverse. En prenant la somme de ces 
produits depuis r=0 jusqu'a r^=sR, il vieut 

38, dq SB — 2Trf//' w.rdr. 

Cetle equation devant sobsister, quel que seit tr, il faut que la difference 
partielle du second membre par rapport a cette variable seit egale a zero; 
ee qai donne 

d.j w.rdr 

oa bien, si Ton se rappelle que R est lui-mdme une fonetion de 2:^ 

^R disignant la valeur de w pour r = JR. Mais requation (23) donne, en 
faisant ^ s=s 1 , 

dr ^' dz 



S». ^^ + r4= = 0: 
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requation precedanle pourra doDC s'ecrire comme aaiti 



L'int^gratioii etant effeclaee entre les limites donnees, on obtient apres 
avotr divise par R, 

40. M^Ä-jr- — f*Ä = 0? 

ßfi etanl la valeiir de (x a la limite r = JS. L'eqaatioD (40) est en effet 
la oondition necessaire poor qae les minies particules da liquide soient too- 
joors cootigues a la paroi. On a coutume de dooner cette eqoatioa comme 
le resultat d'une supposition particuliere ; mais oous venons de voir, qa'elle 
est nne consequence necessaire de la continaite de la masse liquide. 

7. Seit sr = Feqaation da foiid da vase et z^^Zi reqaation de 
U sarface superieare: Zg sera en general fonction de r et <!. D'abord il 
est evident, que les molecules voisines au fond da vase ne poarront avoir 
qu'un mouvement horizontal , et par consequent qa'on aara u^ = poor 
2? = et r^r'. 

Imaginons maintenant an cylindre circulaire, dont le rayon r seit 
^ r' et dont Taxe coincide avec celai du mouvement Si Ton appelle A 
la diflerence des volumes du liquide, qui aux temps / et ^-f^^^ sont con- 
tenus dans ce cylindre, et B le voIume du liquide, qui dans le temps dt a 
traverse sa surface, on aura, quel que seit d'ailleurs r, 

dq s A + B. 

dx 

Or Tabaissement du niveau dans le temps dt etant egal a — -jf dt, 
on trouvera de la mdme maniere que dans le numero precedent| 

Pour obtenir B il faut considerer an dement annullaire dont le rayon seit 
r et la hauteur dz; Taire de cet Clement sera egale a 2 irr dz. Si on la 
mulliplie par — fxnf/, et qu'ou preune la somme de tous ces produits depai» 
2: = jusqu a 2r =s stj , il viendra 

B = —27rdtf'y.rdz, 

o 

d oü Ion obtient enfin 

41. dq = — 2a-rff(y^rrfr+y"jxrrf0). 

O 

Puisque dq doit regier le memo quel que seit r, pourvu qu'il seit ^r' 
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il fkot qae la difference partielle da second membre de r^qoatioii precedeote 
par rapport a r seit ägale a zero. Celä dooiie 


oa bien, si Ton «ubstitae la valeur de -^^ (iree de requation (39), et 
qo^on divise eusaite par r. 



*«• w + '•'.^ — ^'. * 0, 

f&x^ et Wg^ designanl les valeora de f4 et ti^ correspondantes a z^z^. 
L'equatioo (48) est eu effet oelle qa'oo obtient, qaand on veat exprimer 
la conditioo qae lea molecales de la sarface aaperieare, dont requatioo est 
ar—ar^ asO, restent toajoors dans cette sorface, pendant qu'elle varie. Nous 
▼oyonsy qae celle sapposition est essentiellemeut liee a la conliuoite de 
la masse liqoide, et qa'elle ea est aoe coosequeuce absolameot necessaire. 
II faat cependaot observer, qoe requatioo (41) u'ayant lieo qae poar r>r% 
reqaation (48) ae sabsistera pas noa plas, que hora de cette limife de r. 
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13. 

Probabilite des resultats moyens tires d^observations 

repefees» 

(ParBIr. Lohatachctcsky , reclear de rtmhrerfili do Casan.) 



Je me sers de Texpression r"" poar representer le produit des n facleors 

r(r— l)(r-.2)....(r— n+1), 
le nombre n etaot eotier et positif, quel qae seit aa reste Tautre nombre r. 
Posonti de plas qae r^'^sl poar n=:0 et r**s=ü toutesjes fois qae 
Fexposant n devieot negativ. Oq a de cette maniere 

r^ _ {r—VT" , (r— tr»-i 

Je considere i preseot la fonetioo algebriqoe 

on le «goe 2 s'etend k toutes les valeoni da nombre eutier poaitif K de- 

pois A. = 0, taot qae 

^ ^ r« — m+1 

les autres nombres r, 41 etaut entiera posUifs, m est aossi od entier posilif 

oa negatif. Par ezemple eo mettant r = 0, 1, 2, etc. et en regardant •» 

comme posidf, on tronve 

C„{m) =0, 

CC«:) s 1, 

C!,(m) sas 2a— m+1« 
C7,(— fii)s=i 2<i~m+l. 
A Faide des eqoations (1), (2) on troave 

CCm+l) = C,(«) + S^=i^^^^|ä [(r-2\)a+m + r— 1-^]"-». 

«C(«)+C;.,(«+iii)— 2^^?|fe^[(r-2\)a+m-2«+r-2— /cr*^«, 
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ou enfiu 

4. Cr(m + i) n= C(m) + C^.(fl + m+l) — CU,(m— ä). 
La fonctiou Cr{m) joait eocore de la proprietö de oe pas changer de va- 
leor quand oo y met — m au lieu de +m, de sorle qae 

6. Cr(m) = Cr(—m). 

Les eqaations (3) la verifieDt deja pour r = 0, 1, 2. Sapposons que eela 
mit vrai pour tous les oombres r depuis r = jusqa'a on nombre r doune. 
£u meltant r + 1 au liea de r, et ot -)- 1 ^oa — m ao liea de m dans 
requation (4), uous aurons 

Cr^i(f^+1) = CV+iCm) +C,(a+m+l)— C(m-.a), 

= a+iC— m— l) + C(m-fl) ^Cr(m+a+t)i 
parcoDsequent 

C^,(m+1) = C,+i(-iii-l) + a+,(m) -C+,(-iii). 

En y mettaut de suite i»s=0, 1, 2 efc, ou en conclut qae la pro- 
positiou est vraie pour l'indice (r+l) et pour tous les nombres eutiers m 
en geueral. 

Lorsqae rs=^2j m=z2a, on a 

6- Cr(rä) « 1; 
ce qui est aussi vrai pour tous les nombres r; comme le prouve Texpres- 
sion {%) oü K dans ce cas ne pent exceder zero. 

Pour r = 2, m = 2aH-a et a>'0, la fonction Cr(m) devient 

7. Cr(ra + a) = 0, 

ce qui est aussi vrai pour lous les nombres entiers positifs r, comme on 
peut le prouver en admettant d'abord requation (7) pour tous les indices 
inferieurs a r. 

En effet requation (4) nous doune 

8. Cr(ra+a) es 
C>(rÄ + a — 1) + Cr^i(ra + a — a) — C^i(ra — a + a— 1). 

Mais comme il a ete deja prouv6 par requation (6) que 

Cr(ra) = 1, Cr^,(ra^a) = 1, 
et comme nous venons de supposer de plus 

CUi(ra + a) = 0, 
requation (8) nous donue d'abord pour a:=l, 

Cr(ra+1) c= 0. 

CreUe*s Journal f. d. M. Bd. XXIV. Heft 2. 22 



166 fS. Lobatseh9W$ly, frotabmt^de$ r4$uU. moy. UrA fohiena». rJpet^s. 
Enraite pour a^lf bI Ton sappose 

OD tire de la mtoe äquation (8): 

En comoiencant par mettre ici a=:l, puis a=329 3 etc., on veri- 
fiera T^aation (7) pour tous les nombrea o. 

Determinoiuf a present la probabüite des erreors dans les r^oltats 
Bioyens. Snpposona que dans une Observation toufes es erreors soient 
des nombres entiers egalement possibles depuis -{- a josqa'a — o. 'En com* 
binant les observations dont le nombre est r, il y aura dans la somine une 
errenr m qai ne peat d^passer les limites -{-ra, — ra. Ce nombre de 
eombinaisons est la mdme fonetion de r et de m, qae nons avons de- 
signöe plos haut par Cr{my En eflet cette expression satisfait ddja ä la 
condition de dövenir z^o cbaqne fois que m excede raj puis eile est ögale 
a Funite pour tn =i ra, et enfin eile jouit de lä propriete de non pas chan- 
ger de Talenr^ qoand on y met — m au lieu de -f-m (voir les ^uat (5X 
(6), (7)). II ne reste dono ä considerer que le cas des m positifs et 
moindres que ra. 

Si r = 1 , le nombre des eombinaisons devient Tunitö, ce qui est 
anssi la valeor de C^Cm), comme le fait voir une des ^uation (8). Pour 
tous les autres nombres r il faut et mdme il sufiit que la fonetion C^i(m) 
seit la somme de toutes les valeurs du produit 

depuis p s3 m — a jusqu'a p = m'\-a. Mais comme Ci^m-^p) s=s 1, il 
laut que 

entre les mtoes Dmites des p, ce qui est aussi vrai et prouve en y met- 
tant Texpression (2) pour Cr(p\ On a de cette maniere 

la double somnuition s'^ndant ä toutes les valeurs de p et de Kf depuis 
/^=sm— a jusqu*it pssm-f-tfi et depuis KssOj tant que 

-i ^ ra+p+t 

^^ 2afi • 

La sommation par rapport k p etant effectu^e^ nous aurons 
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qü il faot niettre /? = tu + ü et prendre la constante A de maniöre qae 
C^i(m) devienne zero poar p'ssm — a — 1. Parcons^quent 

depois K=s^Oj (ant qae 

^^ 2a+l • 
ou apr^a y avoir remplacä K par K^-iy 

^ = S ^':^x^7)^a [(f^+l-2\)a+m+rr 
depnis A.ssO, tant que 

^^ 27+1 • 

La valear de Cr^t(m) est donc 

les limites des \ daiiB les deax sommes ötant les nitoies, o'est-a-dire 

K = et 

. >> (r+l)o+m+l 

^S 2a+l 

Ces deux sonunes etant r^anies en nne seole, d^viennent 

ce qui est en effet Texpression de Cr^i (m) , comme noua Tavons doonee plos 
haut (eqaat. (2)} et dana laquelle, comme il a iti proave, il est permia 
de mettre — m au Lea de + ^^ ^^ ^^ poser aiusi la valeor da nombre des 
combinaisons qai peaveot prodaire Terreor m, 

la aomraation a'^endant depuis KzssO^ tant qoe 

'^= 2a+l • 
En reoniasant toutea lea valeara de C> (m) depoia m s= 1 joaqu'a an 
oombre donne m, on troave 

La constante A est determinee par la condition qae la premi^ 
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partie de cette eqoation s'^vanooisse «vec mesO, Parcouseqoeot 

depuis XssO) tant que 

Apres avoir nmltiplie par 2 requation (9), si Tod y ajoote C,.(0), on 
aura le nombre total de combinaisons poor qae Terrear m reste eotre les 
limites -{-fn, — m. Ce nombre sera 

10. 2C,(m)=: 



— m 



2S^=;^'{[(r-2Mfl + r-\]--[(r~2\)a-i» + r-\]-} 



Mr— 1 



oü \ 8008 le signe 2 va en croissant depuia \ = josqu'a ce qae les 
produits DO cootienneot plus des facteurs positifs. 

II est clair que le nombre des combinaisons qai produisent toutes les 
errenrs possibles, doit ötre {2a ^ly. 11 faat donc qae 

!!• (Sfl + iy^ 

En designaut par Pr(>») la probabilite qae Terreur m da resultat moy^s 
des r observations seit entre les limites -{-m, — m, on a evidemment 

En combinant cette eqnation avec les equations (10), (11), apr^s 
avoir divisee ces deox demiöres par {2a+l)\ et en y faisant ensaite 

ra ^ ' 

on a 

oü Pr(^) represente la probabilite qae Terrear da r^altat mojen tire des 
r odservations ne sort pas des limites ^ x, — x, lorsqae la plos grande 
erreur de cbaqae Observation n'excede pas -|-1 et — U La renniou des 
deax dernieres equations donne poar cette probabilite 

P,(x) = i_-^^2(-l)^^'(r-rar~2M^ 



IS. Lobatsckewaky, probabiUt^ des resulL mot/* tir^s ttob$ervat. rSpet^es. 169 

le sigoe-somme s'^tendant a (oates lea valeara de K jasqn'aox puissances 
des nombres uegatifs. 

Si Ton prend par exemple r = 10, on trouve 
pour X > 0,8 

P,(a:)=l-^^(l-xr, 
pour a;>0,6 

" P(x)- 1 390625 ^ .«, (4-5xr 

poor d?>0,4 

- . _ 390625 ,. __ _yo . (^-öx)»" __ ( 3-5x)"» 

^rl,^) — * 72576 ^ -^ ^ 181440 40320 ' 

pour ar>;0,2 

p,^^Z 1 390625 _mo > (4-5xr (3-5x)'V (2-5jr)'0 

x-ri.«?; — I 72576 v* — *; "T 131440 4032O ^ 15120 ' 

Pr (X) =: 



pour x<Z^O^ 



. 390625 ,, .,0 . :(4-5j)'" (3-5x)"' , (2-5j)«' (1~5x)"> 

*■" 72576 v*""*^'' "*■• 181440 40320 "^ 15120 8640 * 

Le ealcnl etant pousse jusqu'a la cinquieme decimale, doiine 

Erreur. | Probabilite. 



1,0 


1,00000 


0,9 


1,00000 


0,8 


1,0(X)00 


0,7 


0,99968 


0,6 


0,99944 


0,5 


0,99506 


0,4 


0,96179 


0,3 


0,89910 


0,2 


0,72230 


0,1 


0,41096 


0,0 


0,00000 



II y a donc avaotage a parier 18 contre 7 que si robservation est 
repetee dix fois, Terreur de la niojenne ne surpassera pas uii ciuquieme 
de la plas grande erreur qui pnisse Stre commise dans Tobservation unique. 

Laplace dans sa Theorie aualyliqae des probabililes ne s'est oecupe 
propremeot qne du cas d'un nombre d'observations tres grand. Par des 
considörations extremement compliquees et eu se servant toujoars des in- 
tegrales definies il est parvenu aux expressions qui s'aecordent tout a fait 
avee celles que nous venons de douner ici. Le nombre de combinaisons 
dans lesqnelles la somme des erreurs est m, tandis que celoi des repäitions 
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est r, peut ötre renda par Tintegrale definie 

En divisant cette integrale par (3a+l)% nombre total des cooibinaiwiiSi od aim 

(2a-fl/ '^^^ ~ «y (2a+l/ V An\m ) 

pour la probabilite que la somme des erreors seit nu Maintenant la proba* 
bilite qu'elle sera comprise dans les limites + m et — nif doit Mre 

'^^ * nJ «(2«+*/^ sin^ai / 

Si Ton y met m=^raxy pms nssoo et qo^on y fasse acüsar, on a 

13. Pr(x) « ^J"/' dz dx COS (rxg)(^)\ 



Or nous avoos trouve pour C^(m) rexpression (2) qoi dans le ca« 
de n =s oo neos conduit a la connaissance de Tintegrale dans reqoatioo (!<•) 

14. y rfarcos(rarc)(^-^; = g^S (y._i^;,wijt.i (r^2K + rx)^. 

Le signe qui exprime ici la somme, se rapportaot a toutes les var- 
leurs de K jasqa^aox quautites sous Texposant r — 1, le nombre x peot 
^re pris iodifleremment avec Tan on Taatre signe devaut luL Laplace a»- 
signe aussi cette valeor ä Tintegrale definie, mais il y arrive par une voie 
peu directe« 

L^expression qae nous avons trouvee pour Pr{x) sert a connaltre 
aussi la donble integrale (13), d*oü Ton conelut, apres avoir effectuö Tinte- 
gration par rapport k x, que 

o 

le signe 2 s*6tendant a toutes les valeurs de K depnis \ ss jos- 
qu'aux pnissances des nombres negatifs, le nombre x etant positif, moindre 
ou egal k Fonite, et r un entier positif. Les eqnations (14), (16) dövant 
ötre vraies aussi pour r s=: 1 , toutes les deux s'aecordent a donner Tinte- 
grale connue r^dx 

J T ®*"^ ^ *^ 
et en fonmissent ainsi une nouvelle demonstration. 
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14. 

Note über die analytischen Beweise elementar- 
geometrischer Satze. 

(Von Horrn Dr. Reusehk, Viotenor am Gymmsio so Stuttgart) 



Jjiese Beweise, deren Urheber, soyiel mir bekannt, Leyendre ist und die 
LUlraw seinen Elementen der Algebra and Geometrie selbst einverleibt 
hat 9 sind hin und wieder in Mifscredit gekommen: theils wegen offenbar 
irriger Anwendungen, wie bei den Beweisen der Sätze von der Winkeisumme 
im Dreieck {lAUrow pag. 191), von der Bectification und Quadratur des 
Kruses (Utlraw pag. 265): tbeib wegen nicht gans befriedigender Ausfäh- 
mng in Fällen, wo sie in der That Stich halten, wie bei den Beweisen der 
Sätse vom Fliehen- Inhalt des Rechtecks, vom Volom des rechtwinkligen 
Pandlelepipeds {Littrow pag. 820, 353 ) ; und zwar hat das Unbefriedigende 
hauptsächlich nur darin seinen Grund, dafs die Analysis nicht genugsam in 
Anwendung gebracht worden ist Dies will ich hier an einigen Beispielen 
zu zeigen suchen und schicke ein denselben gemeinsames Beweismoment 
in folgendem analytischen Hülfssatz voran: 

Wenn eine Function y=^fx von x durch die Functionalgleichung 

f{x^/Jx) = fx^f^Ax) 
definirt wird, wof&r man auch schreiben kann 

so ist diese Function, wenn C eme Constante bedeutet, 

y = Cx^ 
d. h. es wird dnrch Jene Fnnctionalgleichung die Proportionalität der GrO- 
fsen y und x ausgesagt. 

Denn entwickelt man die beiden Theile der Gleichung nach Jx^ so 
erhält man 

folgtioli, durch Vergleichong der Coöfficienteo, 
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wo C eioe Constaule ist, folglicb 

uud desgleichen alle folgendeiL Es ist milbin 

und desgleichen fx s= C;r. 

Dieses Besnltat hat sich ohne Integration aus der Entwicklung 
ergeben. Man kann aber auch die Gleichung 

dx 

als Differentialgleichung integriren und diese selbst, ohne Entwicklung, 
durch Differenziation aus der ursprünglichen Functionalgleichung ableiteo. 
Dies giebt 

df(x+Jx) _ dfx 

dx "" i/x » 

i 

d. b. die Ableitung — ^ oder fxmi eine solche Function von x, ^e sich 

nicht ändert, wenn man der Veränderlichen x ein beliebiges Increment Jx 
giebt, mithin eine Constante. Die Integration giebt alsdann 

fx = Cx^O: 

ein mit der Integrationsconslante C^ behaftetes Resultat, und dessen Sub* 
stitutiou in die urspränglicbe Gleichung zeigt, dafs C^ s= zu nehmen ist; 
Eine solche Functionalgleichung enthalt also zugleich die Bestimmung der 
Constaule, welche durch Integration der ihr im übrigen gleiehgeltenden 
Differenzialgleichung eingeführt wird. 

Wo man nun in der Geometrie obige FunctionalgleichuDg der ua- 
mittelbaren Anschauung gemaCs aufiitellen kann , ist durch diesen Satz die 
Proportionalitat erwiesen. 

Beispiele. 

1) Fläche des Rechtecks. Es seien x, y die Seiten, iSf die 
Flache eines Rechtecks, so ist offenbar 

8=^ Fix,y): 

aber auch der Anschauung gemäb, wenn y um eine beliebige Grofiie ^y 

sich ändert, 

F{x,y+Jy) = F{x,y) + Fix,Jy), 

folglich 

F{x, y) = yfx. 
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Eben so ist, wenn nunmehr x nm Jx sich ändert, 

yfix+Jx) = yif^+tX^x)), 

folglich 

fX sa Cx, 

und mnit 

Ä = Cxy. 

Mimmt man aber , nm die Constante zu bestimmen , x ss 1 ^ y = ] , so ist 

S'ssC das Quadrat der Längen - Einheit , mitbin , wenn man dieses zur 

Flftcben - Einheit nimmt: 

S = xy. 

2) Volumen des rechtwinkligen Parallelepipeds. Ganz 
eben so zeigt man durch dreimalige Anwendung des allgemeinen Satzes, 
dafe man für das Volumen V eines rechtwinkligen Parallelepipeds, dessen 
Seiten x, y, z sind, im Allgemeinen 

V = Cxyz, 

und insbesondere 

F =s xyz 

hat, wenn man den Cubus der Langen -Einheit, den hier die Constante C 

bedeutet, zur Volum -Einheit nimmt 

3) Volumen Irgend eines geraden prismatischen oder 
cyllndrischen Körperstucks zwischen zwei parallelen Grund- 
fliehen. Es sei V dieses Volumen, S die Grundflache, k die Höbe, so 
ist nicht nur 

sondern auch 



mithin 



Ferner, eben so. 



foIgHch 
und somit 



F{S, Ä + ^A) = F(S, A) + F(fir, Jk). 
FiS.k) = kfS. 

fS = CS, 



V = CSA. 

Die Bestimmung der Constante geschieht wiederum durch die Annahme 

5 as 1, A SS 1 ; sie ist mithin das Volumen eines prismatischen Körpers, dessen 

Höhe der Längen -Einheit und dessen Grundfläche der Flächen -Einheit gleich 

ist, also gleich dem Wflrfel der Langen -Einheit, wenn deren Quadrat die 

CnMm*a JonMl Id. M. Bd.XXiy. Heft 2. 
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Flächen -Einheit ist, und 

wenn jener Würfel die Volam- Einheit ist. 

4} Proportionalitat einer geradlinigen Länge, sowie 
einer ebenen Figur, mit ihrer Projeetiom Es sei r ein Stück 
einer Geraden, x seine Projection auf eine Gerade« die mit Jener den 
Winkel 9 nmcht, so Ut 

und 

Fir+Jr, fl) = FM) + F(JrJ), 
folglich 

X r= r^ö. 

Da femer die Projection einer geradlinigen Länge auf eine Ebene, die den 

Winkel 9 mit der Geraden macht, einerlei ist mit der Projection auf den 

Durchschnitt der projicirenden Ebene mit der Projections- Ebene, so gilt 

dasselbe Resultat anch für die Projection einer Distanz auf eiue Ebene. 

Es sei endlich X die Projection eiuer ebenen Figur R auf eine 

Ebene, die mit jener den Winkel 9 macht, so hat man auch dies&Us 

X=: F(JR,9) 
und 

F(B + JR, 6) = F{B, 9) + F( JA, 9) 
folglich 

d. h« die Projection proportional der projicirten Figur durch eine Fnnctkm 
fB des Projectionswinkels, deren Identität mit der obigen Function ([> sofort 
auf die bekannte Art zu erweisen ist. 

Die Gleichung 

X SS r([)9 

ist einerseits die Grundlage Ar die analytische Behandlung der Lehre von 
der Aehnlichkeit und fuhrt so auf die bekannte Weise zum pythagorSischeu 
Lehrsatz; andrerseits, als Definitionsgleichung der Function (P9, Grundlage 
der Goniometrie. Für r = l findet sich diese Function durch die Länge 
X construirt, und nennt man dieselbe den Cosinus des Winkels 9, so kann 
man sofort das Zeichen cos au die Stelle von (f> setzen und überdies die 
coordinirte Function (P(90 — 9) s=ssin9 einfahren. Es Ueibt aber auch un- 
benommen, das B^nnctionszeichen (p beizubehalten (auch mit Hinzunahme 
eines ^9 für (P(90 — 9» und diese Functionen einer analytischen Diacosrion 
zu nnterwerfen, ans welcher sofort die Identität mit cos nnd sin hervor- 
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ginge, wenn man diese Zeichen bereits in die Analysis eingeführt hätte, sei es 
als Exponentialfunctionen, oder bei der Integration /dx.X)^(a'\-bx'\'CX^)y 
wo X eine rationale Fanction von x ist. Ich beschränke mich übri- 
gens darauf, noch die Herleitung der dem pythagoräischen Lehrsalz ent- 
sprechenden Fnndamentalrelation zu erwähnen. 

Es seien x, y die Projectionen eines Vectors r auf zwei durch sei- 
nen. Ursprung gelegte rechtwinklige Axen, mit denen r die Winkel a und 
ß SS 90 — a macht, so ist 

X = r(pa, y « r^ß, 
folglich, wenn man diese Gleichungen, nach re^pectiver MnItipUcation mit 
(Po& und ^ß, addirt, 

x(p<i + yp(i = r(((pa)'+((pß)'): 
aber auch der Anschauung gemäfs, 

a:(Pa + y(pß = r, 
folglich 

ond wiederum in Folge hievon,wenn man obige Gleichungen quadrirt und addirt, 

a-^ + y» » r\ 

Man konnte hierbei auch (Pß=5%//a setzen und dann die Gleichung in der 

Gestalt 

((Pay+(^//a)^= 1 

aufstellen« Auch konnte der Gegenstand gleich im Räume mit drei Dirnen-* 
monen behandelt werden, ganz auf dieselbe Weise; denn sind x, y, z die 
Projectionen von r auf drei rechtwinklige Axen und a, ß, y die Winkel 
von r mit denselben, so ist 

X 3=s rtpo, y =s r(Pß, ar = r(P7, 
und daher einerseits, durch Combination dieser Gleichungen, 

a:(Pa+r(Pß + ar(Py = r(((pa)' + ((pß)^ + (<p7)0, 
andrerseits, gemäfs der Anschauung^ 

folglich 

(<pa)'+((pß)' + ((p7)' = l 
und 

6) Proportionalität der Centriwinkel, Bogen und See- 
toren im Kreise. Es sei der Centriwinkel, 9 der zugehörige Sector 
in einem Kreise, dessen Halbmesser r, so ist 

«3» 



176 /4« iSe if ickle, %Aer die analytucken Bewd$e elementar 'geometriseker Satze. 



and 
folglich 

Eben so erhalt man 

S = F(e, r), 

F(e + JQy r) = F(e, r) + (J9j r). 



folglich 
nud ferner 



S = e/'r; 



folglich 

mithin 

fr = xr.mr. 

Zar Beatimmang dieser Functionen ;c, a des Halbmessers aber hat maa 
sich an die gewöhnlichen Granzbetrachtangen za wenden, die sich bei der 
Rectification und Quadratur des Kreises so wenig umgehen lassen, als in 
der Geometrie des Krummen überhaupt. Der Umgehungsversuch bei IMbraw 
(pag. 265) scheint eben so miCsluugen, wie der Beweis des Satzes von der 
Winkelsamme im Dreieck. Auch die Behandlung der Conslante (pag. 86O3 
in dem Beweise des Satzes von der Proportionalilat der Centriwinkel und 
Bogen dürfte nicht statthaft sein, weil sie die unrichtige Gleichung 

Centriwinkel c= Kreisbogen 
giebt. Die Behandlung der Constante (pag. 221 und 354) durfte gleichfalls 
verfehlt sein» 
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15. 

lieber das Prineip der kleinsten Wirkung. 

(Principe de la moindre actiou.) 

(Von Herrn /« Zech, theoL cand. za Tübiogen.) 



L jLlas Prineip der kleinsten Wirkung hat zuerst Buler in seiner 
Methodus inveniendi lineas curvas, maximi mnimhe proprielate yaudentes, 
Laus, et Genev. 1744 im zweiten Anhange ,,de motu prqfectorum inme^ 
£o non resistente per methodum maximarum ac mmimorum detenninando'^ 
aufgestellt 9 ohne jedoch einen eigentlichen Beweis davon zu geben; was 
auch bei dem daroaUgen Zustande der Analysis nicht wohl möglich war. 
Euler begnOgte sich damit , a. a. 0« und in den MAn. de Tacad. roy. de 
Berlin 1748, pag.i49 sqq., sein Prineip zur Auflösung verschiedener Auf* 
gaben aus der Mechanik zu benutzen und aus der Uebereinstimmung der 
gefundenen Resultate mit dem auf anderem Wege Constatirten auf die 
Richtigkeit desselben zu schlielsen. Lagrange, in der 1788 erschienenen 
ersten Ausgabe seiner Mdcaniqne analjfüque, gab dem £fi2er'scheu Prineip 
den Namen des Princips der kleinsten Wirkung, nach einem dem Euler^'^ 
sehen ahnlichen , aber weniger bedeutenden und allgemeinen Prineip der 
Mechanik, welches Maupertuis unter diesem Namen im Jahr 1744 der Pa- 
riser Akademie vorgelegt hatte, dehnte dasselbe, während es Euler nur in 
Beziehung auf die Bewegung eines einzelnen Körpers aufgestellt hatte, auf 
ein beliebiges System von Körpern aus und gab zuerst einen analytischen 
Beweis davon, indem er es mit Hülfe der Variationsrechnung aus den be-* 
kannten Gleichungen der Bewegung ableitete. In dieser Erweiterung ging 
das Prineip wohl in alle neuere Lehrbflcher der Mechanik über, aber mehr 
nur als metaphysisch merkwürdiges Resultat mathematischer Formeln, aki 
um weitere Folgerungen daraus abzuleiten« 

Der gewöhnliche Ausdruck des Princips der kleinsten Wirkung 
ist folgender. Wenn auf einen Körper blofs Centralkrafte wirken, über- 
haupt wenn Xdx-^- Ydy+Zdz, wo Ä, Y, Z die Composanten der auf 
den Körper wirkenden Kräfte parallel mit den drei Coordinaten- Axen be* 
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Keichnen, ein vollständiges Differential isti so ist die von dem Körper frei 
beschriebene Bahn und seine Bewegung in derselben so beschaffen, dafs, 
wenn s den durchlaufenen Weg, t; die Geschwindigkeit und / die Zeit be- 
zeichnet, fds.vssz fdLv'^ ein Maximum oder Minimum wird, in Beziehung 
auf alle Curven, welche der Körper zwischen denselben Endpuncten hatte 
beschreiben können. Wäre der Körper genöthigt, sich auf einer gegebe- 
nen Fläche zu bewegen, so ist /ds.v oder Cdt.v^ immer noch ein Ma- 
ximum oder Minimum, aber nur in Beziehung auf alle Curven, welche 
der Körper zwischen denselben Endpuncten auf der gegebenen Fläche 
hätte beschreiben können. Bei der freien Bewegung eines Systems voo 
Körpern ist, wenn dieselben nur durch ihre gegenseitigen Anziehungs* 
kräfte und durch Centralkräfte getrieben werden , fiberhaupt wenn 
Xm{Xdx'^Ydy-{'Zdz) ein vollständiges Differential ist, die Summe 
der Producte aus der Masse jedes einzelnen Körpers in das ihm ent- 
sprechende fds.v oder fdt.v^^ d. h. die Summe der lebendigen Krftfte, 
ein MaximuAi oder ein Minimum : wiederum vorausgesetzt, dafs die Anfangs- 
und die Endpunete sammtlicher Bahnen, welche die einzelnen Körper be- 
schreiben, als gegeben angesehen werden. Etiler, Laplaee und Peisson sa- 
gen ausdrucklich ; ein Maximum oder Minimum unter allen Bahnen, welche 
zwischen denselben Endpuncten enthalten sind; und wenn Andere, wie 
liogrange, Ponie'coulanl etc. nur überhaupt von einem Maximum oder Mi« 
nimum sprechen, so rührt dies wohl nur davon her, dals sie jede weitere 
Bemerkung flir OberflOssig hielten, und nicht davon, dals sie anderer Mei- 
nung waren; was sie sonst gewifs ausdrücklich gesagt hätten. Der Be- 
weis des Princips ist bei Verschiedenen verschieden; alle Modificationen 
desselben aber laufen darauf hinaus, dafs mit Hülfe der bekannlen Formelo 
der Dynamik, nämlich 

.. ar='*=6f)'+ef)'+ö?)'. 

gezeigt wird, dafs 
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ifd$.9 = ifdt.v" = ^ *^ + ^7 *r + ^ *« + CODSt 

ist. Für die beiden Greoa&eo der Bewegpng wird dann weiter geschlocseo, 
es seiy da nach der Voranssetzong ^arssO, ^y = 0, ^^ = ist: 

hfäs.v = ifdt.v^ = 

und folglicb fd^.v ss Jdt.^ ein Maxinram oder Minimam: bei der ganz 
freien Bewegung natfirUeh das letztere, weil hier die Nachbarcnrven un- 
beschränkt sind. 

IL DaCsi nun aber dieses Prineip der kleinsten Wirkung, wenigstens 
in der Allgemeinheit, in welcher es gewöhnlich ausgesprochen wird, nicht 
stattfinde, kann durch folgendes Beispiel gezeigt werden: 

Wenn ein Körper mit einer beliebigen Geschwindigkeit in einer ge- 
gen den Horizont schiefen Richtung in die Höhe geworfen wird, so be- 
sdirelbt er bei der freien Bewegung im luftleeren Räume eine Parabel« 
Wire er nun aber gezwungen, mit derselben Anfiuigsgeschwindigkeit in 
derselben Richtung geworfen, eine Cycloide, welche jene Parabel im An- 
fan^^uncte der Bewegung und noch in einem andern Puncto beröhrt, zu 
durchlaufen, so wärde aus dem Prineip der kleinsten Wurkung folgen, dafs 
daa zwischen den beiden Jtorahrungspuncten genommene fds.v oder J dt. v^ 
im letatem Fall grölser sei, als im erstem. Ob sich dies wirklich so ver- 
halte, ist zu untersuchen. 

DieCoordinaten-Axen seien in der Yertical- Ebene, in welcher die 
Anfangsgeschwindigkeit und daher auch beide Bahnen liegen, so gelegt, 
dafii der Ursprung derselben mit dem Anfangspuncte der Bewegung zusam- 
menftllt und die Axe der x horizontal und die der y vertical ist, und zwar 
letztere mit ihrer positiven Seite der Richtung der Schwere entgegenlauft. 
Die Anfangsgeschwindigkeit, mit welcher der Körper geworfen wird, sei ssn; 
der Winkel, welchen die Richtung derselben, mithin auch die gemeinschaß- 
lidie Tangente beider Curven im Anfangspuncte, mit der Axe der x macht, 
fiaa; die Schwere endlich ssy: so hat man zur Bestimmung der Bewegung 
in der Cydolde, auCser den Gleichungen der Cycloide selbst, die für jede 
freie und unfreie, durch die Schwere hervorgebrachte Bewegung geltende 
Gleichung: 



i 
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woraoB 

folgt bt niin die Basis der Cjdolde horisoDlal, also parallel mit der Axe 
der J? r der Halbmesser des Erzeogongskreises ODd d der Wälzungswin- 
kel , and werden durch den Anfangsponet der Cyelolde neue, mit den alten 
parallele Coordinaten-Axen gelegt ^ so sind, wenn die neuen Coordinaten 
durch x'j Y bezeichnet werden , die Gleichungen der Cycloide, auf diese 
neuen Axen bezogen, folgende: 

2. x' s= r(Ä— sinÄ) und y' = r(l— cosÄ> 

Um die Gleichungen der Cycloide f&r das ursprängliche Coordinatensystem 
zu finden, müssen die auf das neue System bezogenen Coordinaten (^) 
und (y^) des Anfangspundes der Bewegung aus der Bedingung bestimmt 
werden , da(s die Tangente an diesen Punct der Cyelolde mit der Axe der 
x^ also auch der der x', den Winkel a macht, und dann ist 

a:' CSS a? + (d?0 und y' es y + (y^ 
Nun folgt aus den Gleichungen (8.), wenn man diflerentnrt, 

JJ = r(l— cosÄ)j ^ = r.sind, 

folglich 

Fflr den Punct {pif)^ (y) ist also 

cotangl^^ SS tanga, & ss t — 2c^ 
mithin aus (2.) 

(x") = r(T— 2a— mn2a); (yO = r(l+cos2a) « 2r.eos'a. 
Die Gleichungen der Cycloldei, auf die ursprunglichen Coordinaten- Ax«i 
bezogen 9 sind also 

3. a? + r(T— 2a— sin2a)Är(3— mnd) und y+2r.cos'acsr(t— eos^). 
Diiferentiirt man beide Gleichungen nach <&, so findet sich 

yy = r(l — cosd) = y+2r.cos'a, 

^ =: r.sin^ = /-{r^—fr— (y + 2r.cos'a)r} 

= /■{[r+r-.(y + 2r.cos'a)](r— r+y+2r,cos*a)J 
« /■{(2r.sin*a— y)(2r.cos'a+y)}, 
folglich 
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rf£ |/ /2r.co«*tt+y\ 
äy "\2r.ma*tt—yJ^ 

Tjy = Vv+\^) ) = VV+ 2r.ma*a-y) ~ '\2r.am*a-y)' 

Dorch diesen Werth von j- geht die (I.) über in 

4. fi:r = AYCäFfilfc;; .-y-Siry) 



^2Vll,r).f4y.]lL^^^. 



Um integriren zu könneDy setze man 



80 wird 



r ^2r.8m*a— ^/ 



a« 



2 — y = (2r.8in^a — y)«% 

^^ 2jf _1_ 4jfr>8m*€g.2;* — c* 

i/y ^_ t 8yr.aip^tt,g(g* — 1) — 23;(4yr,sin*g.2;* — g») 
-5- g* — 4iyr>8in*« 

folglich 

6. Jds,v SS — j/— (a» — 4yr.8ia'a) (jrzn + ^'i~l) + com^ 

Da die Basis der Cycloide horizontal vorausgesetzt worden ist und die 
Axe der Parabel der Natur der S^cbe nach vertical sein mn(s, so folgt, 
dafs die beiden BerOhrungspnncte beider Curven in gleicher Höhe Aber dem 
Horizonte liegen mössen, mithin Reiche Ordinaten haben. Um also die 
Constante in (6.) zu bestimmen, mäfste der Ausdruck rechts zwischen zwei 
gleichen Grenzen genommen werden. Da dieses aber zu keinem Resultate 
fuhren wOrde, nimmt man, da auf beiden Seiten der durch den höchsten 
Punct derCycIoide gehenden Verticaien die y, also auch die z genau die- 
selben sind, obigen Ausdruck statt einmal vom Anfangs- bis zum End- 

Crelle t Jouniftl f. d. H. Bd. XXIY. Heft 2. 84 
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panöle der Bahn, zweimal vom Aufangspuncte der Bewegoog bis zam höcli- 
sten Panct der Cycloide. Für jenen Punct ist 

y CS 0, also aus (6.) z = ,,/,'[. — . 

Für den höchsten Punct der Cycloide ist ^^ t=3 ^, also ans (3.) 

y = 2r.sin^a und daher is ss oo, 
mithin 

oder wegen 

-^ = -J— = 0, und l^ = /*-^ = /l = 0, 

oo oo 

7. /i^.r = 4ar.sina+ l/il(a^ — 4^r,8in^a) / ^'*'^^,^^i '-^?g^. 



FAr die fijeie Bewegung in der Parabel hat man folgende 

9. -TT- = a.cos«, -^ = a.sina — gty 

10. d? = a.cosa.t y = a.sina./ — i^^» 

11. ßdt.n^ s= Ä^.l — a^.sina.^ + i^<^ + const« 

Dieses Integral mn(s von ^ = bis zu demjenigen / genommen wer&n, wel- 
ches dem Bndpnncte der Bahn entspricht. Die Ordinate dieses Pnnctes aber 
ist, wie wir oben gesehen haben» gleich der Ordinate des Anfangspimctes, 
also :b 0» and dazu giebt die (10) 

# — . 2a.8ina 

mithin 

1«. Jdt.v^^ — — + i. — - — = -8ioaf2— fsin^a). 

Danut nun aber wirklich die Parabel und die Cycloide zum zweiten Male 
sich berflhren, müssen die Abscissen des höchsten Pnnctes der Cycloide ond 
des hödisten Pnnctes der Parabel einander gleich sein; wodurch man eine 
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Gleichung zur Bestimmiiog von a bekommt. Es ist aber för den höchsten 
Ponct der Cycloide ds^r, also aus (3.) 

X = r(2a + sin2a). 
Für den höchsten Punct der Parabel hat man 

^^ = 0, also aus (9.) t = ^^iH^ 

und dazu aus (10.) 

a*.sina.C08a a^.sin2a 

9 ^9 

Dies giebt die Gleichung 

r(2a + 8in2a) = — j- — , 

io ^2 _ 4jfr(2tt + 8ip2i») 

28ui2a 

Dieser Werth für a in (7.) und (12.) substituirt, giebt för die Cycloide 

2a4-sra2a\t 



/2«+8in2ci \» . . 
/ 2a+riB2a -|-,-W V 2»ia2» ;+"°" i 

V" 28in2a ) -""•" 1 



nod för die Parabel 

IB. /rf*.r«8r(^r)»8ino(2-i«n'a)^^y^^)* 

Cm also das Princip der kleinsten Wirkung so pröfen, braacht man nur 

/ 2g+gin2« \t , . 
/2a + tia2a\i , , /2a + 8in2a -i X.V 2«in2« / +»"« 

V 2«a2« ) -■ »• 
und 

o • /4 4 • 2 \ /2a+8in2a\i «* 

für Terschiedene Wertbe von a za berechnen und zu sehen, ob immer 

A'^B ist. Allein man findet f&r 

a = 3(y' 45° 60P 75» 

^ SS 0,9677214 1,3758234 1,8968039 3,047466, 
B = 0,967445 1,373979 1,935173 4,020396 j 

troraos die Richtigkeit der obigen Behauptung von «elhait erhellt. 

OL Sieht man nun nach dem Beweise, ob etwa in diesem ein 
▼erborgener Fehler stecke, der das Resultat erklarte, so fragt sich zu- 

24* 
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erst: welches ist die unabbaugige Verinderlicbe 9 nacb welcber die Varia^ 
tiouen vou /ds.v genommen werden? Denn irgend eine mufs man ofien* 
bar haben. Die französischea Mathematiker, welche ich vergleichen konnte, 
sagen alle: man variire fds.v, aber nicht, nach was. Das Nächstliegende 
jedoch ist, wie überall sonst in der Mechanik, wo nichts Besonderes be- 
merkt ist, 80 auch hier, die Zeit / als unabhängige Veränderliche anzuneh- 
men. Geschieht aber dies, so ergiebt sich als der erste Uebelstand, dafs 
dann die Grenzen des Integrals von einer Cnrve zur andern sich gleich- 
falls ändern; denn die Endpnncte der Bahnen sind zwar gegeben, aber 
keinesweges die Zeit, in welcher sie durchlaufen werden. In diesem Falle 
wäre also 

S/ds.v nicht s= /^(rf^.r); 

wie es vorausgesetzt wird. Deswegen aber die Nacbbarcurven, die beim 
Maximum oder Minimum in Betracht kommen können, auf diejenigen zu 
beschränken, die in gleicher Zeit durchlaufen werden, ist, wie sogleich 
gezeigt werden soll, unnöthig. Dann fragt es sich aber weiter, ob mau 
den Zweck auch erreiche, wenn nach t variirt wird. Eis soll unter allen 
Curven diejenige gesucht werden, für welche fds.v ein Minimum wird. 
Die Form dieser Curven aber ist ganz unabhängig von der Zieit, in wel- 
cher sie durchlaufen werden; und aufserdem wurde man, wenn man nach 
t variirte, auch noch verschiedene Arten der Bewegung in einer und der- 
selben Curve erhalten; um die es 'sich aber hier nicht handelt« Um also 
diejenige Curve zu finden, für welche fds.v ein Minimum wird, mulsmaa 
nicht nach t variiren, sondern nach einem Ausdruck, der aus den Coordi- 
naten der Bahn geometrisch zusammengesetzt ist, etwa einem Radius- vector, 
oder dergl. ; wobei dann auch die Grenzen constant sind. Dies hat im vor- 
liegenden Falle um so wenigei: Schwierigkeit, als der Voraussetzung ge- 
mäfs V eine bloCse Function von x, y, z, ohne / explicit zu enthalten, und 
s ohnehin eine geometrische GröCse ist. Bezeichnet man also die aus or, 
y, z geometrisch zusammengesetzte Function, nach welcher variirt wer- 
den soll, mit u, so labt sich der Beweis folgeudermafsen führen. Es ist 

1. J ds.v =^ /^'^•«^•5^? 

2. 9/ds,v=./du.{§^9v+v.S§l), 
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rfn' du '^ du* du ^ du* du '^ du* da ' 

firiglichy wegeo 

ff — - * — J^ ^ 

^ Ä </* i/x rfJjT , 'dy diy ^^ dz ddz 

Aus der Gleichaog 

v^ = C+2yiXda: + Ydy + Zdz) 
folgt, wenn der Yoraometzang gemäCs Xäx+ Ydy-\;Zdz ein vollstän- 
diges Differential ist und nach u variirt wird 9 

mithin wegen 

Substituirt man den Werih von r.^ j^ aus (4.) und den von -j^Sv aus (6.) 
in die (S.)» ^ ergiebt sich 



wenn vf und ü'^ die Werthe von u am Anfang und am Ende dei Bahn 
bezeichnen« Durch theilweises Integrireu und wegen 

^ rf£ _ rft d^x 

du* dt "" du*lW 
erhalt man hieraus 



>/"■"- {p-+py+if>'l. 



uH-^ tt" 



Nun ist aber an beiden Grenzen ^jpsaO, Sys^O^ ^srssO und, nach be« 
kannten Gleichungen der Dynamik, 

rf»x ^ _ rfv ^ ^** 

also ist 

7. ifds.v := (X 
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Daraus folgt non aber ooch keineswegs, wie gewöhnlich geschlossen wird, 
dafs fds.v ein BlaxiniDni oder Minimani sei, sondern, um entsclieiden za 
können, ob fiLerhanpt ein Maximqm oder Ifinimoni stattfinde, nnd im be- 
jahenden Fall, welches von beiden, ist S^fds.v su nntersuchen. Ana der 
Gleichnag (8.) folgt aber 

Variirt man die (S.) nnd (6.) noch einmal, so erhält man 
"d^^'thT'^Kdu) "^ du' du "^yduf "^ du' du + \7?ir/ » 

10. »^» + (hy 

Denn denkt man mchAXdx-^Ydy+Zdz) wirklich integrirt, so diOa 

yiXdx+Ydy+Zdz) = Flx,y,z) 

ist, 80 hat mau 

dF V _ ''^ ^ — ''jF 

^ dx* ^ "■ ly'' ^ ~ rfj» 

also 

dX dY dX dZ dr dZ 

dy dx * dz dx * d% dy' 

Die (9.) mit ^, multiplictrt giebt 

^duidx d8*x , t^9x\* , dy ^^ . /^^V J- '» rf^'g , (d93\*\ 
— JtXdu' du '^\du) "^ du' du "^yduf '^di'~Iir'^\dir)\'' 

Die (10.), mit ~ moUiplicirt, giebt 
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18. ^.J«„ + ^(Jp)» 
an * du^ ' 

Wird nun in (11.) ^(^^)* «od in (12) ^^^7 «al i^fi rechte Seite ge- 
bracbt, werden dann beide Gleichungen addirt und wird auf beiden Seiten der 
so entstehenden Gleichung noch 2 ^v.^j- hinzugefügt) so bekommt man 

Nao ist aber 

CS a 

Am den beiden letztem GleicbuDgen, in Verbindung mit (13r) und (8.)f folgt 

In jedem besonderen Falle mufs also noch untersucht werden, ob dieser 
Ausdruck nicht der Null gleich und ob er stets positiv oder stets negativ 
aeio Für die freie Bewegung in der Parabel bat man 
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X = 0, Fe — y, Z = 0, 
milhin 

^^^0 ^=0 ^^0 ^-0 ^-0 ^-0 
folglich 

also wirklich /ds.v ein Mioimiini. 

Wie «tioimt nun aber dies mit dem oben berechneten Beispiele? 
Erinnern wir nns hier, dafs aas den Gleichungen 

,iV z=z und ^r>0 
nur dann geschlossen werden kann^ V .sei ein Minimum, wenn die Grölse, 
nach deren steigenden Potenzen die variirte Function F fortlauft, so klein 
ist, dafs jedes Glied der Reihe maafsgebend ist für das Zeichen der 
Summe der Glieder von ihm an abwärts. Das Princip der kleinsten Wir- 
kung gilt also nur in Beziehung auf die nächst anliegenden Gurren, und 
obiges Beispiel gehört gar nicht in die Kategorie desselben. 

Zu einer weitern Beschränkung des Princips, als den beiden eben 
angeführten, nämlich daCs S^ fds.v zuvor untersucht werden mufs, uuddaCs 
nur nächst - anliegende Curveu in Betracht kommen können, etwa die Gröfse 
oder Richtung der Anfangsgeschwindigkeit in den Nachbarcurven betreffend, 
ist in dem Beweise selbst kein Grund vorhanden. 

Die Anwendung endlich, die schon von dem Princip der kleinsten 
Wirkung gemacht worden ist, um fOr gegebene Kräfte dieCurve der freien 
Bewegung zu finden, ist durch das bisher Bemerkte nicht ausgeschlossen. 
Für den Fall der freien Bewegung ist nach wie vor stets i fds.v = 0. 
So lange aber nicht bewiesen ist, dafs nvr im Falle der freien Bewegung 
S/ds.vsszO ist, bleiben die auf jene Art gefundenen Resultate immer nur 
problematisch. 

Tubingen, den 31. Juli 184K 
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16. 

Sar le maximum et le minimum des figures dans le 

plan 9 sur la sphere et dans Tespace en g6neraL 

(Par J,Sf einer j membre de Taetd. des sciences de Berlin.) 



Second memoire* ^) 

Des figures planes et spheriques. (Suite.) 

^aoique la metbode de demonstration suivie dans le premier memoire pour 
les figures planes et spheriques ne laisse rien k desirer par rapport a Vi\6^ 
gance et la genäralite, et que, a cet ^gard, eile paraisse sarpasser de beaa- 
conp les metbodes que je vais exposer^ je ne crains pas faire un oayrage 
inutile en rapportant en pea de mots ces antres metbodes, parceqne dans 
une matiere comnie celle qui nous occnpe^ qni a 6U si peu d^veloppee jus* 
qu'a present, il est bon de eonnaltre plus d'une reute propre a y penetrer, 
ehacune de ces ronles pouvant avoir Tavantage de conduire ä quelques 
tbeoremes d'une maniere plus aisee ou plus claire que tonte autre, et la 
maniere d y proceder pouvant 6tre utile dans d'autres cas. Ces dämoustra- 
tions multipliees proviennent des divers essais que j'ai fiiits lors de nes 
premieres recherches sur cette matiere. 

On a d6]k fait remarquer au commencenient da prämier memoire, 
qu'il n'y a parmi les quatre metbodes de demonstration soivantes qu'une 
seule qui seit applicable aux figures spheriques» 

Seconde methode de demonstration pour les figures planes et 

spheriques. 

Premier iheorime fandamenial. 

1. De Ums les triangles qui ont mSme base et mime somtne des 
deux autres cötes, le trumyle isocele est le plus grand. 

Yoyez pour la demonstration le premier memoire (3). 



«) Ce memoire, comme le premier, r6imprime dans le precSdent cahieri a k\k 
emuffmi p9LT raateur en langae allemande. Nous devons k robligeance de Mr. le 
docteur EoeUing, pio£ au couege fran9aiB de Berlb, la traduction qu'on imprime iei. 

(C) 

Cf«ito*i ioemal ia.lL Sa^IXIT. HeftS. 25 
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Second thiorime fondamental. 

t. De tous les triatigles qm ont le mime angle au eammef et la 
mSme somme des cötes de cet angle, le triangle isocele est le plus grani 
et sa hose la plus petite. 

Demonstration. Des deax Iriangles ACB et DCE (Planche IIJ, flg. i) 
qui ont le mdme angle aa sommet sopposons le premier isocele, CA = CB, et 
de plus AC+ BC = DC+ EC; on a d'abord AD = BE, a^ß. Que Ton 
fasse DF = DA ss BE, on en conclura y = a = ß , et le triangle DFB 
egal an triangle EBB, donc triangle DAB^ EBB, et par consequent 
aussi triangle CAB'^DCE, ce qni est la premiere partie da tbeoreme. 

La 2^^ partie suit de ce qae DB=^BE^\DE, et FB = BB, 
et de ce que, DG etant perpendiculaire ä AF, on a AGz=z GF, et par 
conseqaent GB^=^\ABj mais dans le triangle rectangle DGB^ DB^GB 
ce qui revient ä \Dß>\AB et DE>AB. 

Remarque. Pour les triangles spfaeriqaes la d^monstration serait en 
general la mdme (1*' memoire I, 16) en distingnant (oatefois trois cas sa« 
voir: la somme des cötes est ou plns graude, ou egale, oq plus petite que 
la noitie d'un grand cercle; car ce n*est que dans le premier cas que le 
triangle isocele est un maximum, tandis qu'il est un nunimum dans le 8"^, 
et ni Tun ni Tautre dans le second cas, tous les triangles dans lesqueLs 
la somme des deux cötes est egale a la demi - circonference etant equiv»- 
leuts. Mais dans tous ces cas le triangle isocele a la plus petite base. 

3. CorolUnres I. De tous les triangles qm saiisfont aux conäitknu 
enonc^ dans le theoreme pric^dent celui dans lequel la difference des 
cötes des angtes est la plus grande, est le plus petif, et sa hase est la plus 
grandef et reciproquement. 

Car comme d'apres la demonstration precedente (2)'la difference 
entre le triangle isocele ACB (fig. 1} et un triangle scalene quelconque DCE 
est egale a un triangle isocele ADF dont le cötä AD{^FD=zBE) est 
SS ^ (CE — CD) , c'est a dire egale a la moitie de la difference entre les 
cötes du triangle DCE, il s'ensuit que ce triangle DCE sera d'autant plus 
petit, que la difference de ces cötes sera grande* — La base DE gran- 
dira en möme tems; car dans le triangle rectangle DGB la catböte GB 
a iine grandeur constante, taudisque Tautre cathöte GD grandit en möme 
tems que AD; Ibypotenuse DB et la base DE grandiront donc ^dement. 
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IL Le lieu des milieux (fl) des hases {DE) de tous Us trianyles 
(DCE) dont il est question dans le theoreme (8) est une droite fixe, sa^ 
voir: la base AB du triangle isocele ACB.^) 

III. De tous les triangles eguivalents qui ont le mSme angh au 
souimet C , c'est le triangle isocele qui a la plus petile base et la plus petite 
somtne des cötes de V angle C, et par consiquent le plus petit perimelre. ^^) 

Soit ACB Qfig. 1) an triangle isoscele; qae Ton se figore un triangle 
DiCEi ä cötes iuegaux et eqnivalent kACB, il existera un triangle Z>C^ sem- 
blable a DßE^ et ayant la meme somme des cötes qae ACE} mais DCE <^ 
ACB (8), et par conseqQentZ)C£;< D,CE^ ; en outre/7£;> JA et CD^-CE 
= CA + CB; il s'ensuit donc qae D,E,> AB et CD, + CE, >CA + CB. 



*) Que Tod se represente encore un second mangle scalene D^CE^y on aara 
DD, SS ££, y et le theoreme peut ^tre mis sous la forme suivante : 

Etofii donndi deux poinis D et E dmis dcux droit es fixes CA et CB^ si ton 
prend deux untres pointsD^ et E| sur les mSmes Ugnes et respectivement ä dgale 
distance des points D et Ej de mmnere que DD| ssEE^ , le lieu du nüUeu Hj de 
la Ugne D^E^ est une droite AB qui coupe les droites fixes dontides sous des angles 



et 1/^Jl' som respecuvemem aetu: arones ad et A|D. perpenaicuuures l'une d 
tautre et coupant tune et lautre les droites fixes donnees sous des angles Sgaux* 
Observons encore que: Les perpendiculaires sur les lignesD^E, eleoees aux 
miUeus H, se rencontrent t out es dans un point fixe p^ de meme que les perpen^ 
diculaires sur les Ugnes D^E^ elevdes aux milieux Wf se rencontrent toutes dans 
un point P|. Car les Ugnes D|E| et D^E^ sont^ dofis toutes leurs posiiionsy re- 
spectivement tangentcs a deux paraholes P et P, ^ Icsquelles ont les droites fixes 
CA et CB j90ur tangentes com$nunes, les points p ef p^ pour foyers et les droites 
AB et A|B| pour tangentes au sommet; les axes de ces paraboles diviscnt les 
angles formSs par les droites fixes donnees en parties dgales^ et se rencontrent au 
pmnt C sous des angles droits. 



**) Ou demontre aiseroent que: Les bases de deux triangles qoelconques qui 
remplissent les conditions enoncees dans.ce theoreme se coupent en parties qui iont 
dans le mSme rapport ; ce rapport peut dtre rapproche du rapport 1 : 1 autant que Ton 
▼oudra, sans cependant jamais atteindre ä cette hmite, de maniere qu'aucune base 
n'est coupee au point du milieu; tous les autres points au contraire peuvent dtre re- 
gardes comme points d'intersection avec une autre base, mais toujours il n'existe qu'une 
seule base qui eoupe la base donnee dans le point en question. On sait que toutes 
ces bases sont touchees au milieu par une hyperbole qui a les cAtes CA et CB poor 
asymptotes. Sur la surface de la sphere toutes les bases sont touchees par une 
section coniqoe spheriqoe. 

11 s'eosuit encore que: De tous les triangles qui ont le mhne angle au som» 
met et dont les bases passetä par le mime pomt H, cehd dont la base est divisee 
au point H en deux parties Egales est un minimum. Car II etani le milieu de la 
base DE {fig» 1 )) et AB etant une autre base, on aura toujours^ en menant DF de 
maniere que äugle FDHss BEH, triansle FDH= BEHj donc triangle ADHJ> BEB, 
et par consequent triangle ACB > DCE^ 

«6* 
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IV. V. De (ous les triangleM fui ont le mSme engle C au samtHet 
et le meme perimelre, le triangle .isocHe a la phis yrande eurface et la 
pltvt grande somme des cdtes de cet anffle, par conse'^uent la plus peOte hase. 

Supposons que le triangle isocöle ACB (fig.l) ait le pörimetre 
voulu, et qu'un autfe (riaogle DCE ait la mdme sonime des cöt^s qae ACB, 
W aara uoe plus grande base, par conseqaent an plus grand perimetre et 
uoe plas petite aire qae ACB. Ce triangle devieudra encore plu petit si 
Ton rapproche DE parallelement ä lui - möme du sommet C, jnsqu'a ce que 
le perimetre de DCE est egal a celui de ACB; aussi la sonune des cötes 
de langle C diminue-t-elle eti mSme temps. 

8^ De ious le triangles qui onl le mStne angle au sommet Cj et 
dans lesquels la differenee entre la somme des cötes de cet angle et la, 
hose est la mime, le triangle isocele est un maximum et sa base est un 
minimum. 

La demonstratioD de cette proposition se raUache au tbeoreme n^ 3^ IL 
du premier memoire, 11 existe eotre cette proposition et celle qui pro- 
cede (l"") un rapport particulier qui resultera du tbeoreme VIII. et de^la 
proposition suivante. 

Dans Tune et Vautre des deux propositions qui precedent il existe 
un arc de cercle qui tauche ioutes les bases des triangles qtii satisfbnt 
aux condiüons enoncies dans la proposition; encore cet arc touche^-t-^il 
dans ses poinls extremes les cdtes de T angle C. 8i Vangle donne est le 
mime dans les deux propositions, et que le perimetre de {V) soit egal ä 
la differenee de (2""), ces deux arcs sont des par lies du meme cercle; etc. 

\. De tous les triangles qui ont le mime angle au sommet C, et 
dont les bases sont egales, c'est le triangle isocele qui est le plus grand 
et dans lequel la somme des cötes de t angle C est la plus grande. 

Car supposons encore que les triangles ACB et DCE {fig. 1) aient 
la meme somme des cötes^ et que Ton fasse glisser la base DE parallele- 
ment a eile -meme vers C jusqu*ä ce qu'elle devient egale a AB, Taire 
et la somme des cötes du triangle DCE* diminuent, et devieiinent par con- 
sequent plus petites que Faire et la somme des cötes de ACB. 

Si les cötes de Tangle C des propositions precedentes sont limites 
par une droite quelconque IK ou LM {fig.i^, et que Ton regarde cette 
droite et les angles adjacents / et K ou ü et ilf comme donnös^ ou a les 
corollaires suivants: 
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Vf. Etant donnes la base IK ou LM d^un triangle IKBA o« 
LMB A (fig. %}, les angles adjacents ä la base l et K ou h ei ^\y et la 
eomme des cötes adjacetUs lA + KB ou LA + MB, le quatrieme cöte AB 
est un minimum et ttAre est en general un maximum ou un minimum, si 
les deux angles non- donnes X et H sont egaux entre eux. JJmre est 
respecHvement un maximum ou un mniimum selon que la somme des 
angles donnes est plus grande ou plus petite que tt) si cetle somme est 
:ss. TT taire de tous ces quadrilateres est constante. CoDsequeoce de n^ 2. 

VIL Etant donnes la base IK ou LM <fun quadrUatere IKBA 
ou LMBA, les angles a^acents ä la base et Tahre, le cöte AB opposi ä 
la base est un minimum, et la somme des deux autres cötes est un f/iim- 
mtifit ou un maximum si les deux angles non^ donnes sont igaux. Selon 
que la somme des deux angles donnes est plus grande oti plus petite que 
IT, la somme de ces cötes est respectivement untninimum ou un maximum ß 
si au contraire la somme des angles est ^=yr, la somme des cötes eM 
constante. Cons^queuce de III. 

VIII. l^ Etmt donnes la base IK ^un quadrUatere IKBA, les 
angles adjacents et la somsne des trois autres cötes, Vaire et la somme 
des deux cötes adjacents ä la base sont des maxima et le quatrieme cöte 
est un minimum, lorsque les deux angles non^ donnes sont igaiux entre 
eux (IV, 1**). 

2^ Etant donnes la base LM <f trn quadrUatere LMBA, les angles 
adfacents et la difference entre la somme des deux cötes adjacents ä la 
base et le quatrieme cöte (LA-j-MB — AB), Taire, la somt^e des cötes 
adjacents et le quatrieme cöte soKt des minima, lorsque les angles non^ 
donnes A et B sont ^gaux entre eux. 

Si la somme des angles donnes (L-^M) est plas grande qoe %r, 
les deux cötes AL et BM, prolong^s aa-dela de L H M, ee reucontreut 
ea nn point Ci; on peat donc passer de cette proposition ä celle de (IV, 2"")* 

IX. Etant donnes la base IK ou LM d'un quadrUatere IKBA 
au LMBA, les deux angles adfacents et le cöte oppose AB, si les detix 
autres angles sont egaux entre eux, taire et la somme des deux autres 
cötis sont des maxima ou des minima, selon que la somme des deux 
angles donnes est plus grande ou plus petite que tc (V.)« Cette propo-^ 
sition riemhrasse pas le cas oü la somme des deux angles donnes est 
^ale ä TT. 
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Remarque. Ces differents corollaires peavent Stre etendas a des 
polygooes et des courbes qaelconques ; de cette maniere od parvient ä dea 
propositions, lesquelles^ prises isolement, paraissent beaucoup plas difficilea 
que Celles qui precedent. Ce n^est cepeDdaot pas ici qoe noos pouvons 
ea dooner les details. 

4. I. Etant donnes un angh dun quadrilaiere, et les deux cäUs 
a ^/ b opposes ä cet angle , faire du quadrilatere sera un maxhnum, n 
le sommef de Vangle donne est ä egale distance des trois autres sommets^ 

Detnonstration. En supposaut qu'un quadrilalere maximom existe, 
on peut demontrer la proposition de la maniere snivaiile: 

Supposons que le quadrilatere CABD (fig. 3} soit nn maximom, 
AB et BD etant les cötes donnes (a et b^j et C Tangle vouln; il s'eDsait 
d'abord que les deux cötes non- donnes CA et CD sont egaux entre eax. 
Car tirons la diagonale AD, et regardons la poar le moment comme donoöe, 
il faut qu eile renferme avec Tangle C un triangle maximum ACD; car 
sil en existait un plus grand, le quadrilatere CABD ne serait pas mi 
maximum (le triangle ^iBO etant constant), ce qui est coutraire a la sap- 
Position; il faut donc que CA seit 5= CD (2). 

Si la diagonale CB n'etait pas egale aux cötes CA et CD, eile 
serait oo plus grande ou plus petite ; ou aurait donc p. e. 

CA = CE<:CB ou CA=:CF>CB. 
Mais CA etant = CE = CD, si Ton mene du milieo Bi de BE par les 
milieux H et G des cötes AB et BD les droites BiUI et BßK, on au- 
rait triangle ICB, > ACB et triangle KCB^ > DCB (S), par conseqaent 
quadrilatere ICBJC > CABD; mais comme IB, < AB et ÄB^ < DB 
(n"" 8), on pourrait eucore mener de B^ les droites B|^| z=i BA z=a et Bfi^ 
s=z BD = b, et Ton aurait a plus forte raison CAfifi^ >> CABD, ce qui 
est coutraire ä lliypotbese. CA ne peut donc pas etre = CE ^ CB. 
On demontre de la mdme maniere que CA ne saurait etre = CF^ CB. 
On a donc CA^CBz:^ CD. 

IL Lorsque Tangle donne C est =:;r (par consequent ACD one 
ligue droite) le quadrilatere se transforme en un triangle ABD par rapport 
auquel on a le theoreme suivant: 

Le plus grand de tous les triangles doni deux cötes AB s= a 6f 
BD = b sont de grandeur prescrite est celui danslequel les trois «om- 
meis se trouvent ä egale distance du milieu C du troisieme eöte AD; ou 
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Km eebd dana Uqud T angle B camprU entre les deux cdtA donnes est 
4^491 ä la somme A ei D des deux auires angles^ 

Ce tböoreme cootient les deux tbeoremes fondameotanx 6 et 14 du 
Premier memoire. 

6. St dans le theoretne (4) ce ne sorU pas les cötis a et b, mais 
si 4?e$t la somme a + b = s qui est de grandeur prescrite, it faudra, pour 
foe Tmre du quadrikUere sott un maximum, que ces deux cdtes a ^/ b 
ecienl =^8. 

On n'a qa'a tirer la diagonale ADf le triangle ABD n'est un maxi- 
mom qu'autant que AB:=BD (1); maia comme le qnadrilatere CABD ne 
saurait Stre un maximum tant que le triangle ABD ne Test pas, il faut 
encore que a = d =s ^^. 

6. L Etant donnes Tangle C dTtm polygone CABD...« T, et lee 
cdtes a, by c •••• non adfacetUs ä eet angle, taire du polggone est un maxi'- 
mum si le sommet de Fangle donne est ä ägale distance de tous les autres 
eommete. Celle aire maxima reste la mime quel que sott t ordre dans 
lequel ces cötes se succedent 

DAnonstraHon. On demonlre d'abord, comme on Ta fait pour le 
qnadrilatere (4), que les cötes CA et CT qui contiennent Tangle donne C 
sont egaux. Que Ton mdme ensuite d'un sommet quelcouque P du poIygone 
les diagonales AP et TP, que Ton les regarde poiir le moment comme 
donnees, et les segments du polygone retrancbes par ces diagonales comme 
invariables: il Taut que le quadrilatere CAPT, dont Fangle C et dont les 
cötes AP et TP sont donnes, soit un maximum, et par consequent que CA 
soit => CP B CT (4). Mais ce qui a e(e demontre pour le sommet P, 
a egalement iieu pour tous les autres sommets; ils se trouvent donc tous 
a egale distance du sommet C 

IL Si en pafticnlier Fangle donne C est = t, et que par consequent 
ACT soit une ligue droite, nous avons la propositiou suivante: 

Les cötes a, b, c, •••• d'un polggone, ä Fexception de la hose, etant 
donnes, son aire sera un maximum^ si tous les sommets sont ä egale di- 
stance du milieu C de la base, c'est ä dire, s'il est inscrit ä un cercle 
dont le diametre est la base. 

7. Si dans les propositious precedentes (6) ce ne sont pas les cötes 
a, b, c, «... mais si c'est leur somme qui est donnee, Faire du polygone 
est an maximwn maximorum si Fon ajoute aux couditions enoncees encore 
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Celle, qne tous les cöies sont egaux entre eux (5). On aora par con- 
sequent les proposidoos suivantes: 

L Etant donms un angle C d*un polggonej la somme n^ et le 
nomhre m de tous les cötes a, b, c, •••• non - adjacents äVangle C, taire 
du polygone est un maximum si tous ces odtis sont egaux entre eux, 
et que le sommet de Fangte donne sott ä egale distance de tous les 
autres sommets. 

II. Etant donnes, pour de terminer un polygone^ la somme b et 
le nomhre m de tous les cötes d Vexceptum de la base, qui est arbitraire, 
Vaire est un maximum, si tous ces cötes sont egaux entre eux, et que 
tous les sommets soient ä egale distance du milieu C de la base. 

8. N^etaiit donnee que la somme s des cötes^ el le Dombre m etant 
arbitraire, on deduit par le raisonnement employe an n^ 86. du premier me* 
moire, que Faire maxima du polygone grandit lorsque le uombre m des 
cötes devient plus grand, et qu'il devient un maximum maximorum lorsque 
le norobre m devient infiuiment grand, c'est ä dire que la somme s se trans- 
forme en un arc de cercle. On peut donc etabUr les propositions suivantes : 

L EUant donnes un angle C d^un polygone, et la sotnme s de tous 
les cötes non adjacents a cet angle, son aire maxima grandira d mesure 
que le nomhre des cötes deviendra plus grand; Faire finit par itre un 
maximum maximorum lorsqu'on se represente le nomhre des cötes comme 
infiniment grand, c'est ä dire, lorsque le polygone se trans forme en 
secteur de cercle. (7, I.) 

IL Etant donnee la somme de tous les cötes d'un polygone, ä 
texception de la base qui est arbitraire , son aire maxima ( 7, II. ) gratir 
dira ä mesure que le nomhre de ses cötes devient plus grand; Faire 
finit par etre un maximum maximorum lorsque le nomhre des cötSs de- 
vient infiniment grand , c'est a dire, lorsque le polygone se trans forme 
en un demi- cercle qui a la base arbitraire pour diametre. 

HL Etant donne le perimetre s d^un polygone, son aire maxima 
( 7^ in.) grandit a mesure que le nomhre m des cötes devient plus grand; 
Faire finit par etre un maximum maximorum lorsque le nomhre des cötes 
devient infiniment grand, c*est a dire lorsque le polygone se transforme 
en un cercle. 
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Remarque gdn^ale. 

9. Ce qoe noas renons de dire suffit ponr donner une idäe de 
cette metbode, et du parti que Tod peat eo tirer. A pardr d'ici on peut 
repreodre la premiere metbode, eo demontrant d'abord la generaiile do der- 
nier tbeoreme (8, lU.), qu'!! faut rcgarder comme tbeoreme priücipaL A Faide 
des Ibeoremes precedents on demontre aiffement que : De foutes les figures 
üopermetriques , soit rectilignes , soU curvilignes , c*est le cercle qui a 
faire la plus grande. Car si Ton s'imagine uue figure curviligoe queU 
couque, de perimetre doone, dont Faire soit ud maximum, 011 n'a qu'a y 
iDscrire un qoadriiatere qoelconque ABCD; si Ton regarde les cötes de 
ce quadrilalere et les segmeots corwspondanls de la figure qui se trouvent 
hors du quadrilatere pomme coustants, il faut que Faire du quadrilatöre soit 
an maximum; car si sou aire pouvait s'augmenter, Faire de la figure eoliere 
s^aogmenterait aussi , sans qu'il y eüt cbangeroent de perimetre (les segments 
etant de grandeur constante), ce qui serait contraire ä Fbypotbesej niais 
Faire du quadrilatere n'est un maximum qu^autant que celni-ci est inscrit a 
an cercle ; il faut donc que quatre points quelconques Ä, B, C, D du peri- 
metre de la figure maxima se trouvent dans la circouference d'on cercle, 
c^est a dire 9 il faut que cetle figure maxima soit un cercle. 

Troisieme methode pour les figiires planes. 

• 

La metbode dont nous allons nous occuper a cela de particnlier. 
qu'elle deduit toot d'un seul tbeoreme auxiliaire fort simple. Nous ne don- 
nerons ici que la deduction de quelques tlieoremes, savoir celle des deux 
tbeor^mes fondamentaux (n^ 3 et 6) du premier memoire, et quelques autres 
tbeoremes interessants a cause de Faualogie qu'ils ont» comme on verra 
plus tard, avec cerlains tbeoremes de Stereometrie. 

Theordme fonäamentoL 

10« De toutes les perpendiculaires abaissees ä^un point A sur les 
droües qui passent par un autre point danne B, celle qui se confond 
avec la ligne AB est un maximumi Ou bien: 

De toutes les cordes d^un cercle qui partent du meme point A 
dans la circonference , le diametre AB est un maximum. 

La demonstration resulte de ce que dans nn triangle rectangle ihypo- 
tenuse est plus grande que cbacune des catbetes. 

CreUe*s Jonnul f. d. M. Bd. XXIV. Heft 3. 26 
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Remarque. Oii peut deduire immediatement de ce theoreme le ae- 
cond theoreme foiidameDtal (6) da premier memoire. Ctf AB etant un 
des cötes da triaugle et BC Tautre^ doot la posirioD est arbitraire, il est 
evident qoe Faire da triangle deviendra au maximam en mSme tems qoe la 
perpendiculaire abaissee du point A. 

11. De tous les irianyles eqmvalents construits au dessus de la 
mSme hose, le triangle isocele a la plus grande somtne des cötes laferaux, 
et par cansequent le plus grand perimetre. 

Demonslraüon. Soieot ACB et ADB {fig. 4) deox triangles eqaf- 
valents eonstruits aa dessas de la m^me base AB; seit ABC ao triangle 
isocele, c'est a dire AC = BC, oo is &s 6. Elevons aax points extremes 
^ et jB de ces deax lignes les perpendicalaires AM et BM, on aara un 
second triangle isocele AMB; car AM ss BM = r. La somme des aires 
des deax triangles isoceles, c'est a dire Taire du quadrilatere MACB est 

exprimee par 

MACB = ir(fl + i). 

Abaissons du point M deax perpendicalaires sor les cdtes AD = «j 
et BD CS bi de Fautre triangle, Tune et Tautre perpendiculaire seront plus 
petites que r (10); designaas les respectivement par r — x et r — y, et 
Ton aara poar la somme des aires des triangles AMB et ADB, c'est k 
dire poar Faire do quadrilatere MADB Fexpressioo 

MADB = i{r^x)a, + ^(r^y)b, « ir(a, + b,) — ^xa,^iyb,. 
Mais comroe les quadrilateres MACB et MADB soot equi valents, on aara 

r(a+b) = r{a, + b,) — xai—yb,^ 
par consequent 

c'est a dire, la somme des cötes du triangle isocele est plus petite que 
eelle de tont autre triangle. (On sait qu'il existe une demonstration beau- 
coup plus simple de ce theoreme«) 

12. De tous les triangles eonstruits au dessus de la tnSme base 
et avec la mSme somme des cötes, c'est le triangle isocele qui est un 
nmximufn. 

Demonstration. Soieot ACB et ADB (fig. 4) deox f riaogles dont 
le premier seit isocele, et dans lesquels la somme a^b seit £= ai -|- ^i » H 
s^ensoit de la demonstration precedente que ^(Ä+J)>^(fli+ii) — xai — yft,, 
par consequent quadrilatere MACB > MADB, et triangle ACB > ADB. 
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Ce theoreme, qui ii'est aatre chose que le preinier theoretiie fooda- 
menial (3) du preinier memoire, aurait pu Slre deduit indirectement du theo« 
reme precedeot. 

13. Sans ajouter d'aulres devcloppemeuts nous allons passer a des 
Iheoremes que Ton pent demoiiirer tres-simplemeut par cette metbode. Trai- 
tons en premier lieu un probleme que Pappus nous a (ransmis des anciens, 
dont plusieurs geouetres modernes se sont oecupes, et sur lequel Lkuilier 
a fait des reebercbes historiques et eriliques. Cest le probleme suivaut: 

Les hases de deux triangles et la somme des qualre autres cotes 
etant donnes, trouter les conditians sous lesqueltes la somme des mres 
est un maximum. 

Solution^ D'abord il est evident qu'il faut que les deux triangles 
soient isosceles (18). 

Soient AB et DE {fig. 6) les bases dounees, soient ACB et DFE des. 
triangles isoceles const rui ts au dessus de ces bases, tels que 1^ la somme pre- 
scrito des quatre cötes elaut 2^, ou alt 2ii + 2i^ ss 2^, ou a-f-i = ^> et 
que V les perpeudiculaires AM, BM, DN et EN, elevees sur ces quatre 
oötes aux points de rencontre avec les bases, soient egales entre elles, 
c'est a dire' que AM = BM = DN = EN ss r. On aura pour la somme 
des aires des deux quadrilaleres MACB et NDFE l'expression suivante (11): 

MACB + NDFE = r(a + b) = rs. 

Que Ton eonstruise au dessus des bases donnees encore deux autres 
triangles isoceles ACiB et DFiE, dont les cötes respectivement egaux a 
Ol et bi satisfassent a la coudition prescrite dans le probleme; on aura 
ai^bis=za + b=:is (ce qui n'a liea qu'autant que tfi^a et bi<^b, ou 
ai<Za et bi^b). Les perpeudiculaires abaissees des points M et N sur 
les cötes des nouveaux triangles seront plus pelites que r, et Ton peut les 
d^igner respectivement par r — x et r — y; la somme des aires des qua- 
drilatere MACft et NDF^E sera donc exprimee par 

MACB + NDF^E = (r— .a:)ai + (r— y)*^ = rs — xa.—ybr. 
Ou Yoit que cette somme est plus petite que la premiere. Si Ton retra^nche 
de chacun des deux couples de quadrilateres les deux triangles ^ilffl etDNE, 
on parvient au resultat suivaut: triangle ACB + DFE > ACß + DF^E ; 
la somme des aires des triangles ACB et DFE est par cousequent plus 
grande que celle de deux autres triangles quelconques qui satisfont aux 
conditions du probleme. 

26* 
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14. La solotioa do probleme precedeot (18) sert a ötablir on theo- 
reme que Ton peut eaoncer des Irois maoieres sntvantes: 

L Etant donnees les bases de deux triangUs et la eomme dee 
quabre mtiree cöids, la eomme des airee eet un maximwn loreque lee deux 
trianffles sont ieocHee, et que les partiee des perpendiculairee ileveee eur 
cee cötes ä leurs poitUs d'intersectHm avec les bases camprises entre ces 
poinls extrimes des. bases et les points iintersection mutßtelle de ces per-' 
pendiculaires , scnt egales dans les detix triangles. 

Lorsqu'on eleve des miiieuxVdes deax triangles ÄCB et DEF qui 
raüsfout a ce tbeoreme des perpeodiculaires sur ees cötes, ces perpendicu- 
lairesy prises jusqu'aax poiiits de leur inlersectioo mutuelle, sout egales dans 
les deux triangles, car elles sont egales a la moilie des perpendiculaires 
desigoees (13) par r. On peat donc enoncer le tbeoreme de la mauiere 
sui vante : 

II. La sofnme des mres des triangles en question est un maxi^ 
mum, lorsque les perpendiculaires abaisse'es des centres des cercles dr-^ 
conscrits aux triangles sur les cötes egaux des triangles, sont egales entrm 
elles, on lorsque les cercles qui toucheiU les cötes egaux des deux tri^ 
angles dans leurs points de mUieu sont respeelivement ifgaux. 

Si Ton (ire les droites MC et NF (fig.i}, ou a angle assa^ et 
ß = ßn et comme 8iBai=2^AB:r, et tiinßiS=i^DE:r, on a encore 

AB : DE s= sin ai : siußi = sin a : sinß^ 
c*est a dire: 

III. Les deux triangles dont la sornme des mres est un maximum, 
ont la propriile, que leurs bases sont entre elles comme les sinus des 
ungles adf'acents a et ß. 

C'est cettc propriele que Lhuilier communiqne dans son onvrage 
(De relatione mutua capacit. et termin. fig. etc.) ; il observe qu'il la trouvee 
par le caicul diflerentiel, et il parait douter de la possibilite d'ane d6moo- 
stration geometrique elemeulaire. Par sa Solution il reruta lea fausses assec^ 
tioiis de ses predöcesseurs sur ce probleme (13). 

15. L Etant donnees les bases de deux polggones, dont Fun de 
m et Faulre de n cötes, et la somme des autres cötes de Tun et de Faufre, 
la somme de leurs aires ne saurait etre un iiuiximum, ä moins que V 
chacun des deux polggones ne soit inscrit ä un cercle, et que tous iee 
cöles, ä lexcepäon de la base, ne soknt egaux entre euxf et que ^ les 
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perpeftdieulaires abmeeSes du eenire du cercte circanscrit sur les eötSe 
4gafU30 ne soient ^alee dane les deux cercles} de maniers que tous lee 
cäUe igaax soieni (auckdif ä leur pcint de milieu par un cercle concen» 
irigue au cercle drconecrit, et que les cercles gut touchent les deux 
fgwee sment ^aux. 

Demonstration» II s'eDsait dn n"" ]2| que les cötes non-dooDes des 
deox pol jgooes doivent dtre ägaux ; poar ce qui est de la propriete de pes 
figures de pouvoir dtre regardees comme inscrites a na cercle , nous la 
regardons couime coouue par les deux premieres methodes, la troisieme 
methode ajant ete discontiDuee au n® 13« 

Si Ton reiraucbe des deux polygooes, par des diagonales qui 
joiguent les points extremes de deux cötesf consecntifs non-douues^ deux 
triangles, et que l'ou regarde ces diagonales ( les bases des deux triaugles) 
et la somne des quatre autres cötes comme connues, 11 faut que la somme 
des aires de ces deox (riaugles soit un maximum, et que par consequent les 
perpeudicnlaires elevees sur le milieu de ces cdtes et prolongees jusqu'ä 
ce qu'elles se reucontrent, soieut toutes egales ; mais ces points de rencontre 
ue soot autre chose que les centres des cercles circonscrits, c'est k dire deux 
points fixes; le tbeoreme est donc demoutre. 

Ce tbeoreme peut dtre enonce^ analoguement a celai de n® 14, Ilf., 
de la# naniere suivaute : 

IL Pour que la somme des aires des deux polygones soit un 
maximum, il faut que tun et r autre soit itiscrit ä un cercle, que dans 
Fun et t autre tous les cötes non^donnes soient egaux entre eux, et que 
Von ait entre les bases donne'es AB et DE et les anales aJ^aeents a et ß 
la Proportion suivante: 

. m — 1 . n — 1 a 

s»n- — s» sm- — ^ß 

ABiDE^ 7 ' 1 t 

Wk et u designant le nombre des cötes des polygones. 

16. Remarque. II est evident que le tbeoreme precedent peut 
dtre ötendu a un nombre quelconque de poljgoues donr le nombre des 
tiüw^ les bases et la somme de tous leurs autres cötes reunis sont donnes, 
ear la somme de leurs aires ue peut ötro un maximum, qu'autant que les 
perpeadiculaires abaissees des centres des cercles circonscrits sur les cötes 
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Don-donnes sont egales dans (outes ces figores« Si le nombre des cdtei 
est suppose infiniment graod dans ud de ces polygooes, il se transforme an 
un Segment de cercle dont le rayon est egal anx perpendicnlaires des 
aatres polygones« On peut parvenir de cette maniere aux theorömes rar 
les Segments de cercles deiuontr&9 dans le premier memoire (n'^SSet 54); 
ces tbcoremes ne se presentent alors que comme des cas particuliers. Poar 
ce qui est des Ibeoremes plas generaux dont ooos venons de uoas occu- 
per, il paraft quaucuue des antres meihodes n'en fournit one demonstratioa 
bien simple. 

Qaatrieme metliode pour les figures planes. 

17. hemme I. De loutes les llgnes entre deux points donnes, la 
ligne droile est un mhiimum (la plus courte). 

Lemme IL La somme de deux cöles (/uelconques ffun triangle est 
plus petite que le troisieme cöti. 

Th^oritne fondamenial. 

18. I. La droits CD ?nenee du sommet C dun triangle AGB au 
nulien H de la base AB ditise le triangle en deux parties e'quivalenles ; 
cette ligne est eile mAiie plus petite que la moitie de la satnme des deux 
autres cötes du triangle, donc 2CD<;AC + BC. — La seconde partie 
du tbeoreme decoule da n"" 17, U. Car on na qu'a prolonger CD au dela 
de D, a prendre dans ce prolongement un point C| tel que CD = CiD^ 
et a tirer ACi, on aura ACi = BC, et comnie dans le triangle CACg ou 
a CA + AOCC,, on a aussi CA+CB>2CD. 

II. La droite dD qui Joint les milieux d et D des cötes parair 
leles ab et AB d*un trapeze AabB le divise en deux parties equiva^ 
lenles, et est elle^meme plus petite que la moitie de la somme des deux 
cötes non^ paralleles Aa et Bb. Dans le Parallelogramme ce cöte dD 
est egal d la moitie de la somme des deux cötes en question, donc D d sss 
Aa = Bb. — Gelte proposition n'est qu'an corollalre de f., que Ton ob* 
tient en tiraut une parallele ab avec la base AB du triangle* 

19. Lorsqu'une figure est limitee par deux droites paraltetesAB 
et CD (fig. 6, a), et par deux lignes AG et BD, ou a et b, de fbrme 
arbilraire, et que t'on mene entre ces lignes des droites xj paralliles d 
la base, le lieu des milieux z de ces droites est une ligne fixe c^ qui dh' 
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pise la figure en deua: parties equivalentes ; cette U(fne est en generale 
plus petite que la moitie de la somme des Ugnes Vi et h^ ä Vexception du 
cos particulier ou la transversale xy est de grandeur constante, cas 
dans lequel la ligne c est egale ä la moitie de la somsne de a et hj dcnc 

Car Oll n'a qa'ä »e figarer les traDsversales xy comroe se succe- 
dant a des distaaeea (res petitesi les parlies des ligiies a ti b comprises 
entre ces trausversales peoveDt dtre regardees comme droices, et Teleinent 
de la sarface coropris eotre ces diagonales peut gtre regarde comme un fra* 
peze; mais le theoreroe (18, IL) ayant lieu par rapport ä chacau de ces 
(rapezes, il aara encore liea par rapport a leur somme, c'est a dire par 
rapport a la figure eutiere. 

Retnarque. Ce (faeoreme a encore liea ponr le cas particalier oii 
Foue des deax bases devient egale a zero , p. e. CD s=? ifig. 6, fr) ; de 
in&ne si les deux bases AB et CD devienneut egales a zero i^fig. 6, e). 

80« La figure formee par les cötes d'un angle C, et par une ligne 
de forme arbitraire, mais de longueur prescrUe L, est un maanmum, 
lorsque cette ligne arbitraire est un arc de cercle dont le centre se trauve 
au sammet de f angle C. 

Demonstration. Soit ACB (fig»7) Fangle doune, et soit ADB la 
ligne de longaeor prescrite L qoi iiniite Taire maxima, il faut que la 
droite CD qui divise Fangle donne en deux parlies egales, divise aussi la 
ligne ADB et la figure entiere CADBC en deux parties Egales, de ma- 
Diere que AD soit ss BD (a = &), et CA s» CB. Car si cela n'avait pas 
lieo, il existerait une seconde fignre CAß^BC egale a CADBC p qui se 
cottfoudrait avec CADBC, si Fon la fesait tourner autour de la droite CD; 
la ligne AiDBj, serait donc s ADB, a^^^a et fri = b, et la figure ADBi 
^bAJDB. 11 exisierait alors une ligne DE ou c, qui serait le lieu des 
milieux de toutes les lignes droites tirees parallelement a la base AB^ 
entre les ligues a et 6| , et qui par consequent diviserait la figure ADB^ en 
deux parties equivalenles, et serait elle-mSme soumise a la condition 2 c 
<Cü-^bi ou 3c<^a4-fry la figure AJBD serait egalement divisee en deux 
parties äquivalentes par la ligne DFss c; Faire de la figure CEDFC se- 
rait donc egale a celle de CADBC, bien que la ligne EDF füt plus pelite 
qua ADB, comme 2c<^a-{-d. Celle consequence ne s'accorde dons pas 
avec Fbypotbese faite par rapport ä la ligne ADB, car il est evident que, 
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cetfe ligne etant plo0 graDde qae BDF, eile peut aervir a limiter une anr* 
fiice plaa grande qae celle qai est limitee par EDF^ II fant donc qoe lea 
deux partiea a et i de la ligne ADB soient dgalea, que CA ss CB , et 
qae les deox parties CADC et CBDC de la figure entiere CADBC 
fioient egales* 

On demootre de la mdme maoi^re, qoe ces moiti^ CADC et CBDC 
»ont divisec9 en parties egales par les droites CG et CH, qoi dtvisent lea 
angles ACD et BCD ea parties egales, et qoi reneontrent les lignea a 
et b dans les poiuts G ei H {ni ces poiots, ni les droites CG et CH ae 
sont marques dans la figore); de eette maniere la figare est divisee en 
quatre parties egales, et il fant, qoe CA soit zizCD^szCB. En soomet- 
tant ces quatre qaarts aux möme raisonnements, on parvient an reaoltat 
CA = CG = CD = CH SS CB etc. ; ce qai neos autorise a conclore, qoe 
tous les poiots de la ligne ADB sont a ^gale ^istance do sommet C, ce 
qa'il s'agissait de demoalrer« 

81. Neos n'allons pas entrer dans d'aotres details relativemeot a 
cette m^tbode, comme tont le reste peot dtre dedoit de ce demier (beoreme 
(80). Effeclivement on peat en deduire les tbeoremes sor le demi-cerdb 
et le cercle entier, en egalant l'angle C respectivement a ^ et ä 2t. Oa 
y ratlachera ensnite les tbeoremes sor les segmenls de cercle, les partin 
de cercle, les polygones, comme on a fait dans le premier memoire. ^) 
On aurait pu remplacer, on faire pr6ceder le tbeoreme (80) par le tbeoreme 
sur le cercle, que Ton aurait demontre de la maniere suivante: 

De toutes les fiffures planee et isoperknetriques le cercle est celle 
dant faire est un maximum; et de taute» le figures planes et e^uwoF- 
lenles le cercle a le plus petit perimetre. 



<) Le tbeoreme auxiliaire (n^ 1 oa n^ 18 de ce memoire, oa n* 3 do mteunro 
precedent) qui^ est indispensable pour qaelqaes-anes de ces propositions, peut dtre 
diduit du tbeoreme fondamcntal (18, 1.) de ia manike suivante. On se flgure au-deasos 
de la m<!^me base AB, et du mdme cdt6 de cette base, deux triangles A€B et ADB 
dans Icsquels la somme des cotes est la mdme, et dont )e premier est isoccie; on aura 
donc AC'-{^B€=z2ACjss AD+BD. Ou peut construire du mdme cdt6 de la base 
un troisieme tiiangle BD^A, e^al a BÜA, tel que Bl)^ =: AI) et AD.ssBD. La 
droite DD^ est alors parallele a AB, et si Ton deaigne le milieu de DD^ par Fj CF 
scra perpendiculaire ^ AB. Dans le triangleDJ/ij, on aura 2AF4iAD+AV^ (18, 1.}, 
et comme 2ACs=s AD-i^BDr=:AD+AD^, on aura encore A€>AF; il faut donc 
que le point C se trouve au delä de F a partir de la base; la hauteur du triangle ACtt 
est donc plus grande que celle de ADB ou AD^B, et le meme rapport aura lieo pour 
ies aires des ces triangles. 
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l'"" demonstration. Qae Ton s'imagine one fignre d*un p^rimetre doniie, 
dont Faire soit on maxünam. Chaqae droite AB = Oy qai divise sen pern 
mötre en deux parties -egales a et ß, divisera anssi la surface en deiix 
pariies äquivalentes aa et aß^^ car si aß etait <;ao^ on pourrah; remplaeer 
ia ligtie ß par nne ligne ai, symetriquemeut egale a a, et la figure acti, 
isoperinietrique avec aß serait plus grande que celle-ci, cc quiest coa- 
(raire ä Thypothese; il faat dooc que act soit äquivalent a aß. Si ß diF- 
ferait de ai, il existerait entre ß et oLi une troisieme ligne y, plus petite 
que iCjS-f^^Of p^r cousequent plus petite que ßj et cependant on aurait 
ays=aß = aai (19), ce qui serait evidemment encore contraire ^ rbypo- 
these; Ui et ß ne peuvent donc pas difierer, c'est a dire, il faut que ß soit 
symetriquenient egal a a^ et que a soii nn axe de la figure. Mais comme 
la directiou de cet axe est tout-ä-fait arbitraire, il s'eusuit que la figure 
en question est un cercle. 

2*** dcrnonstration* Que Ton retranche de la figure d perimetre 
donne, qui est supposee un maximum, uu segment aoL au moyen d^une 
droiie a; que Ton se figure ce segment encore dans une au(re position que 
Ton obtiendra en le fesant tourner autour de la perpendiculaire elevee au 
inilieu de la corde. Designons par ai Tarc du segment dans ceite seconde 
Position« Si ai ue se confoudait pas avec a, il existerait entre ces deux 
lignes une troisieme jS, teile que 2j3<a + a., c'est ä dire ß<i(i^ et aß 
=^ €ia (19); ce qui est evidemment contraire a rbypotbese. II faut donc 
que Ol se confoude entiereroent avec a, et que a soit symetrique par rapport 
a la perpendiculaire nientionnee. II Taut donc aussi que la figure soit an 
cercle. — Si Ion retranche dans des endroits quelconqaes de la figure, 
par deux cordes egales a ei by deux segments aa, et iß, on peut demon- 
trer par des raisonnements tout-ä-fait analogues (en pla^ant Tun des 
segment sur Tautre), que les ars a et ß sont egaux; ce qui sufßt encore 
pour en conclure que la figure est un cercle. 

Cinquieme metliode pour les figures planes. 

Cette melhode se fonde sur le principe de symetrie. Les maxima 
et minima se presentent sous un nouveau poin( de vue. interessant par 
llnfluence qu'ils exercent sur la forme des figures. 

CreUe's Joornal f. d. M. Bd. XXIY. Heft 3. 2? 
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ti. L Chaque trumgle McaUne AGB Cfi9^ ^^ feut etre trans^ 
forme en un autre triangle (hocele) acb, dont la hose ab est egale ä 
ceUe du triangle dtßrme AB, et qui lui est equitalent, mais dans lequel 
la eamme des deux autree cotis est plus petite que la somme des cötes 
correspondants du triangle dtpnne. Ce nauveau triangle est symetrique 
par rappori ä Faxe X qui passe par le sommet c et le nuHeu m de la 
base sur laquelle ü est perpendiculaire. 

l\. Chaque trapeze ADEB (fy. 8) peut etre Irans förmig en un 
autre trapix adeb qui lui est equicalent, dont les cötes paralleles sont 
respectivement igaux ä ceux du trapeze donne, c'est d dire ab = AB 
et de=i DB, nuiis dans lequel la somme des deux autres c6tis est plus 
petite que la somme des cotes correspondants du premier trapeze , c*est 
ä dire ad-f'be<lAD-{-BE. Ce nouveau trapeze sera symetrique par 
rapport ä faxe X qui passe par les milieux m et n des cötes paralleles f 
sur lesqtiels il est perpendiculaire. 

La dömooBtratioD de la premiere partie est simple et generalement 
coDDue; la seooode partie peat j Hre rattacbee comme corollaire. 

Le tb^oröme IL reste eocore exact poor le cas particulier, oü AB 
est SS DE, c'est k dire pour le cas oii ADEB est nn parallelogramoiey et 
par coDs^iient adeb un rectangle« 

23. A Faide da tbeoreme precedent uo poIygone coavexe quel- 
cooqae P peat dtre transforuie ea un polygoue ^uivalent P^^ symetrique 
par rapport a an axe X, et d'un p^rimetre plas petit que P. Cboisissons, 
pour fixer les id^es^ les exemples suivants: 

V. Seit triangle ABC (^Planche IV, fig. 9) le poljgoiie en question. 
On abaisse des sommets de ce triangle sur un axe arbitraire X loa per- 
pendicolaires Aa, Bb, Cc, on transporte la partie BD d'une de ces per* 
pendiculaires, qui se trouve dans rinterieur du triangle, dans une position 
symötrique par rapport a Faxe X, de maniere que bd^=zBD et be^^ed; 
le quadrilatere ab cd est äquivalent au triangle ABCy et d'un perimdtre 
plus petit; car on sait que les triangles BAD et BCD sont respectivement 
equivalents k bad et bed^ et que ab'\'ad<CAB'\'AD et cb^cd^ 
CB-^^CD (W,!.). 

Au moyen d'un nouvel axe Y, perpendiculaire a ul!^ le quadrilatöre 
abcd peut dtre transformö en ua quadrilatere äquivalent aßy^, dont le 
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perimetre est encore plus petit, et qui est sym^triqae par rapport aux deux 
axes; les quatre cötes de ce quadrilatere sont par coos^queot ^gaux en(re 
eux (le quadrilatere est un rfaonibe)^ et le point d'iDtersection u des axes 
est son centre. 

Cd triangle donne quelcooque peut donc etre transforme au mojen 
de deox axes perpendiculaires Tuu a Fautre, X et Y, en un rbombe equi- 
valeut aß7^9 de perimetre plus petit 

Getto trausforoiatioii peut ^tre effectuee au moyen d'uo seul axe; 
car lorsque le triangle ABC est divisee eu deux pariies equivalentes par 
la perpendiculaire BDe (ce qui a lieu des que AD = DC)j le quadrilatere 
ab cd est uu rbombe« 

8% Seit le pentagone ABCDE (/?y. 10) le poiygone eu question; 
on le trausformera par un procede analogue au moyen d'un axe X en un 
octogone nbeiCdCiebi equivalent au pentagone, mais d'uu plus petit p6ri* 
metre (les triangles et les trapezes correspondants des deux fignres ont 
respectivemeut entre eux les relations etablies au u"" 28.). — On trans- 
forme cet octogone, au moyen d'un nouvel axe Y, perpendiculaire a X, en 
uo dodecagone equivalent et de plus petit perimetre, qui aura pour centre 
le point d'intersectiou des deux axes« 

3^ De cette maniere un polygone convexe quelconque jP de m cotes 
peut dtre transforme au moyen d'uu premler axe JTi eu un polygone syme- 
tfiquePn equivalent et de plus petit perimetre, qui sera en general et tont 
au plus de 2m — 2 cdtes; ce polygone peut etre transforme au moyen d'un 
autre axe arbitraire X2 en un second polyone symetrique P2 de tout au 
plus 2(2in — 2) — 2 cötes; en coutinuant de la memo maniere, on parvient 
au moyen du n'^* axe X^ a un polygone symetrique de tout au plus 
2"(iii — 2) + 3 cötes, equivalent a tous ceux qui precedent, et dun plus 
petit perimetre* Si Tun de ces axes est perpendiculaire a celui qui precede. 
p.e. X| perpendiculaire ä JTi, le polygone Pi aura un centre (le point 
d'intersection des deux axes), et tout au. plus 2 (2m — 4) cötes; dans ce 
cas tous les polygones que Ton obtient par la suite P3, P«, ••«• P^, ont 
nn centre et deux axes de symetrie perpendiculaires, quelle que seit la 
Position des axes ulterieurs ^3^ JT«, .... X^. 

24. 11 resulte de ces exemples une nelhode pour transformer un 
polygone convexe quelconque P en un autre polygone P„ equivalent, mais 
dun plus petit perimetre et d'uu plus grand uombre de cdtes. Plos on 

«7* 
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repete ces transformations; plus le nombre des eötea devieut graod, et lesr 
cötes eux- meines devieüoent petits; lorsqu'ou s'iraagiDe ces traosforma-* 
tioDS repetees indefiniment; le noinbre des cötes devieut iufiniuient graud 
et les cötes eux-mömes devieuneut infinimeut pelits; le poIygone Pn s'^p* 
proche douc de plus en plus d'une coarbe^ ou platöt il se Iransforme en 

uue eourbe. 

De la mdme maniere ebaque courbe feroiee et conrexe P peut dtre 
regardee comme no polygone. d'un oombre infiniment graud de cötes infiui- 
ment petits, et peat Stre transformee par un procede analogue, au moyeo 
d*un axe de position arbitraire Xi^ en une aatre conrbe Pi de nidme aire, 
uiais d'un plus petit perimetre, symetrique par rapport a Faxe Xi. Ao 
moyen d'un second axe JE^ j perpeodiculaire a Xi ^ on parvient a uue aatre 
courbe equivalente, d'un perimetre plus petit encore^ qui sera symetrique 
par rapport ä deux axes, et qui aura par cousequent le point d'intersectiou 
de ces deux axes C pour centre. Au moyen d'autres axes arbilraires JT,^ 
Xi9 »••% ou obtient d'autres courbes equivaleutes P^y P^j •«.., dont les 
perimetres devieoneflt de plus en plus petits^ et dont cbacune a an centre 
et au moins deux axes de symetrle perpeudiculaires Tun a Taatre. Par un 
cboix conveuable des nouveaux axes la differeuce entre le plus grand et 
le plus petit diametre de la courbe diminuera de plus en plus* ^} 

On conclut de ce raisonnement qu^uue figure convexe et fermee 
quelconque P, seit rectiUgnei soit curviligne, seit rectiligne en partie et 
curviligne en partiC; peut ^re transformee en uue autre figure equivalente, 
mais de plus petit perimetre, tanl que dans un certain sens eile n'a pas 
encore d'axe de symetrie. Si la figure douuee, on si une des figures ob* 
teuues par les transformations^ est symötrique par rapport k tous les axes, 
quelle que soit leur directiou, eile reste constaute par rapport a Faire et 
le perimetre dans toutes les iransformations ulterieures, ou, pour parier avec 
plus d'exactitude, il n'y a plus de Iransformation possible, car toutes les 
uouvelles figures serout egales ä la figure donnee. 



^) De cette maniere une ellipse P peut eire transfonnee par an seol axe con» 
venablemeut choisi en un cercle dont tous les diaraetres sont egaux. Car a et 6 
etant les moities des deux axes de rellipse, on n'a qu'a eonstruire uue droite r s= '^{ab)^ 
a porter eette droite comme rayon dans Tellipse, et a mener Faxe X perpendiculaire-* 
ment sur ce rayon; la nouvelle figure R sera un cercle. Comme le rayon r peut 
etre porte on deux sens differents, Taxe X qui satisfait k la condition peut avoir deux 
positious diffi&rentes. 
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üne pareille figore qui a des axes de symetrie daiis toutes les dU 
reciioDS a aussi an cenlre par leqnel toos ces axes passeol; car d'apres 
oe qoe ooas avons vu plus haut, il suiHt dejä de denx axes de syroelrie, 
peqpendicnlaire Fan a Taulre, poar qu^il existe un centre. Eucore tous ces 
axes seront-ils egaux entre eux. Car en prenant arbitrairement deux 
axes Ji^ et F de cette figure {fig. 11), on n'a qu'a tirer laxeZ^ qui fasse 
des aogles ^gaux a =s ß avec les axes X et Y; aa point extreme A de 
Faxe X il correspondra par rapporl a Taxe Zi im point D, sitae en mSnie 
tems dans le perimetre de la figure P et dans Faxe Y{ D sera donc le 
point extreme de F, et les demi-axes CA et CD seront egaux entre eux, 
de möme que les axes entiers AB et DE. II n'existe donc qa^ane seule 
figure qui ait des axes de symetrie dans toutes les dlrections possibles; 
cette figure ttait le cercle. 

S6. On döduit de ces considerations le theoreme fondamental suivaut: 

Theordme fondamcntaU 

De toutes les /teures gm renferment des surfaces ^quicalentes , le 
cercle a le plus pelit perimetre; et redproquement: de toutes les figures 
isoperimetrigues, le cercle renferme la plus grande surface. 

Car seit jP une figure qui renrerme une surface de grandeor prescrite, 
et dont le perimetre seit un minimum, ii faut qu'eile soit symetrique dans 
tous les sens, c'est a dire qu'elle soit un cercle. Car si dans un certain 
sens eile n'etait pas symetrique, eile pourrait £tre transformee ä Faide d'un 
ftxe X mene dans ce sens dans une figure äquivalente et d'un perimetre 
plus petit, ce qui serait contraire a Fbypotiiese. 

26. Par r^port aux considerations du n^ 24 on peut encore pro** 
poser la questiou suivante: 

Quelle forme une figure peut-' eile avoir, qui a deux axes de ^- 
metrie, lesquels forment entre eux un angle a, et dont chacun ne ren^ 
cantre le pSrimetre de la figure qu'en deux points? 

La discussion de cette question meue au resultat suivant : La figure 
a en general encore d'autres axes; selon que a et ^ sont commensurables 
tm incommensurables le nombre de ces axes sera fini et determlne, ou ii 
sera indefini» 

L Lorsque a et t sont commensurables, et que aiTT =^ l^ni (m 
desjgnant an nombre entier), la figure a en tont m axes de symetrie, qui 
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86 reocontrent Uhus en un point C, et dont les parties comprises entre C 
et le perimetre sont alternativement egales, pourvn que Ton procede dana 
Vordre daos lequel elles se saccedeot aotour du poiut C ^y he perimetre 
de la figure se compose de 2m parties egales, dont cbacuDe est compriae 
eatre les points extremes de deux parties d*axes se succedants immediate- 
ment, toarnees daDS le mSme sens. Une de ces parties du perimetre peut 
ötre prise a voloote, seit drpite, soit courbe; mais des qu'elle est determinee, 
les autres le sont egalemeut, comme elles sont toutes ögales entre elles. 
Du reste il y a encore deux cas a distinguer, selon que m est un oombre 
pair ou impair. 

i\ Si m est pair, C est le centre de la figure, et les axes sont 
alternativement egaux. 

2\ Si m est impair, tons les axes sont egaux, mais ils sont toos 
divises au point C en deux parties inegales; ces parties, eomparees dans 
Fordre indiquä, sont alternativement egales. 

II. Si a et ^ sont incommensurables, le nombre des axes de syme- 
trie est infiniment grand; il y en a donc dans tous les sens, ce dont on 
conclut que la figure est un cercle. 

Lorsqu'on prend dans le perimetre de la figure un point quelconque 
P, il existe un autre point P^ du perimetre qui correspoud a P par rapport 
a un des axes, p.e. par rapport a X, et Ton a CP= CP^; au point P^ 
il correspond par rapport a Taxe Y un point P,, et Ton a CPi = CPa; 
au point P^ il correspond par rapport a Faxe X un point P3, a celui-ci, 
par rapport ä Faxe Y, un point P4, et ainsi de suite jusqu^ä Finfini. Cette 
suite de points epuise, pour ainsi dire, la circonference , et comme ils sont 
tous ä egale distance du point d'intersection des axes C, il en resulte que 
la figure est un cercle dont C est le centre. 

Des figures a trols diinensioDs. 

Les Corps prismatiques» 

27. De tous les prismes de meme hauteur construits sur la meme 
base, c'est le prisme droit qui a la phis petite surface laterale, et par 



<^) Loraqu on a la proportion a : n := n : m ^ dans laquelle n d^igne igmlemeni 
Uli nombre enlier, la figure a encore m axes, entre les parties desquels la mteie rela- 
iion suhsiste toujours; seulement les axes Ä et F ne se succedent plus imm6diate- 
neut, il V a au contraire » — 1 axes entre enx. 
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emsiquent la plus petite surface totale; et riciproquement : de taus les 
prismes de surface äquivalente construits sur la meme base, c'est le 
prieme droit qui a la plus grande hauteur et le plus grand volume. 

La justesse de ce (beoreme est evident lorsque la base est no poly- 
gODe* Si la base est une courbe, et qae par conseqnent le prisme se 
transfonne en cylindre, oii na, poor demontrer le theoreme, qa'a regarder 
la base comme limite d^na polygone inscrit ou circonscrit 

28. La surface laterale d'un prisine droit est dquivalenie d un 
rectangle dont la hauteur et la base son respectivement egales ä la hau-^ 
teur du prisme et au perimetre de la base, 

Le volume d'un prisme quelconque est equivalent au produit de 
la base par la hauteur. 

29. I. De tous les prismes de n cdtes c'est le prisme droit et 
regulier qui a la propriete d'avoir: 

V la plus petite surface laterale, les bas^s etant equivalent^ et l^s 
hauteurs etant Egales. 

V la plus grande base et le plus grand volume, les surfäces laterales 
etant equitalentes et les hauteurs itant egales. . 

3^ la plus grande hauteur et le plus grand volume, les bases et les 
surfäces laterales etant respecUvetnent equitalentes f et finalement 

4^ la plus petite base et la plus grande hauteur, les surfäces laterales 
et les volumes etant respectivement equivalents. 

II. De deux prismes droits et reguliere celui dont le nombre des 
c6tes est le plus grand a la propriete d'avoir : 

V la plus petite surface laterale, les bases etant äquivalentes et les 
hauteurs etant egales. 

2^ la plus grande base et le plus grand volume, les surfäces latirales 

itant equivalenles, et les hauteurs etant egales. 
y la plus grande hauteur et le plus grand volume, les bases et les 

surfäces latirales etant respectivement äquivalentes. 
4^ la plus petite base et la plus grande hauteur, les surfäces laterales 

et les volumes etant respectivement equivalents. 

m. De tous les corps priematiques c'est le cylindre droit qui a 
la propriete d'avoir: 



212 '^* Steiner, eur le maximum et le mbUimim des figures. 

V Ut plus petite surfaee laterale, les bases etant equwaUntes , et leß 

hauteurs etant egalee. 
V* la plus granäe hase et le plus grand volume, les surfaces laterale^ 

etant equivalentes , et les hauteurs etant egales. 
3'' la plus gründe haufeur et le plus grand volume, les bases et les 

surfaces laterales etant respectwement equivalentes. 
4"" la plus petite base et la plus gründe hauteur, les surfaces laterales 
et les volumes etant respectivement equivalents. 
Demonstration. D'apres ce qm a ete dit au n"" 27 il ne peat dtre 
qaestion dans tous ces cas qne de prisines droits« Dans cette supposilioii 
les dömonstrations des cas particaliers se Terout comine suit: 

I. 1^. La surfaee laterale ätant eqaivalente a un reetangle dont la 
hautenr et la base sont respectivement egales a la bauteur da prisme et ao 
perimetre de sa base (38), et cette baateur etant donnee, il resalte que la 
snrface laterale devient on minimam en mdme tems que le perimetre de la 
ba^^y ce qui a lieu, lorsque la base est reguliere. 

9^. La bauteur et la surfaee latörale etant donnees, le perimetre de 

la base est connu, et il devient un maximum, lorsque la base est reguliere. 

S"" La surfcice laterale etant donn^e, la hauteur devient un maximum^ 

lorsque le perimetre de la base est un minimum, c'est a dire lorsque la 

base est reguliere* 

4''. Nous observons d'abord que : Dans chaque prisme droit le ro- 
lume divise par la surfaee latSrale est egal ä la base divisee par son 
perimetre. Comme les deux premieres de ces quatre grandeurs sont don- 
n6es, il resulte que leur quotient q est constant; il faut done que la base 
et son perimetre grandissent en memo tems, et diminuent en mdme tems 
(car leur quotient est le mSme). Que Ton se represente pour le moment 
Taire de la base comme donnee, son perimetre est un minimum, et par con* 
sequent le quotient un maximum, lorsque la base est reguliere. Mais pour 
ebaque poIygone regulier ce quotient est egal au rayon du eercle inscrit, 
et diminue ou augmente par consequent en mdme tems que Faire da poly- 
goue diminue ou augmente; il n'exisle donc qu'une seule base reguliere B, 
pour laquelle ce quotient puisse etre egal ä q. Mais comme toute aiftre 
base plus petite que B, seit reguliere, seit irreguliere, a un quotient plus 
petit, il ue peut pas etre question d'elles, (car il faut que le quotient seit 
=: 9) ; la base B est par consequent un minimum. Ou peut ausai 
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Qsage du raisonnement suivaot. Observons d'abord que: Le volfime dun 
prUme regulier et droit est mesute par la moitie du produit de ia sur-- 
face laterale par le rayon du cercU inscrit ä la base. Soit P uu prisme 
quelconque qui ait la surface laterale et le voiame voulus^ soit Pi un poly- 
gooe regulier et droit doot la base et la surface laterale soieot respectivement 
equivalentes a la base et la surface laterale de P,, ou aura (3'') P^^^P. 
Pour que jPi diniinue jusqu'a ce que Pi — P, la surface laterale restaiit 
constaute, il faut que le rayou de sa base, par consequent aussl sa base, 
dimiuue; de la resulle la justesse du theoreme. 

li. La dejmonstration des quatre propositions euumerees sous If. 
se ratlacbe a celle des propositious de 1, pourvu que Ton ait egard au 
Iheoreme du n'' 26 du premier uieinoire. 

III. Les quatre propositions enoncees sous HL sont uue conse- 
quence immediate de Celles de II. 

Remarque. De meuie que les propositious precedentes se fondent 
sur des proprietes des figures planes discutees plus baut, uu graud nombre 
dautres propositions sur les prismes peuveut etre deduites de propositious 
analogues sur des figures planesr. De cette nianiere ou peut p. e. etendre 
immediätement toute la suile de propositions sur les figures planes, con- 
tenues dans le premier memoire, aux prismes droits de bauteur prescrite,. 
qui ont la figure plane en question pour base; etc. Mais comme ces pro- 
positions ne contieuueut rieu de propremeut siereometrique, il suffit d'avoir 
Signale leur existence. 

30. De lous les pritnes quadrilal&aux c'est le cube qui a la pro^ 
priete davoir le plus grand volume, la grandeur de la surface elant pre^ 
scrite, et la plus pelile surface, la grandeur du volume etant prescrite. 

Que Ton se figure un prisroe quadrilateral de surface prescrite dont 
le volume soit le plus grand possible; si Ton se represente pour le moment 
la grandeur de la surface laterale et celle de la base comme donnees se- 
parement, il faut que ce prisme soit droit et regulier, cest ä dire il faut 
que ce soit un paraüelepipede qui a un quarre pour base. Mai» comme 
cbacun des deux autres couples de faces paralleles peut etre pris pour 
bases, il faut que ces faces soient egalement des quarres; le prisme en 
question sera donc un cube. 

Remarque. Par rapport aux considerations ullerieures uous fe^oiis 
resortir ici les proprietes cbaracieristiques suivautes: 

Grelle*« Joarnal f. d. M. ß(l. XXIY Heft 3. 28 
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L Dans le plos grMd dea pricrmes quadrilateraiix qui out ofie iitr- 
faoe pröscrite, la surface laterale ert le dooble de la somine des deax bairtSy 
c'eat ä dire la enrrace laterale est ^gale & deux tiers et cbacuae des dMx 
bases egale a oii sixieme de la surfaoe entiere« 

IL Ce prisme est circonscrit ä nne spbere qoi (onebd obacane des 
six face» de ce prisme dans son ceiitre de gravile. 

31. Par les expressions: 

l^ Un polygone ou un prisme donni quant ä son espice, nous 
entendroDs par la saite qae le nombre des cöles da polygonei ou qoe le 
nombre, Fespece et la suite des faces (par conseqnent aussi le nombre et 
Tespöee des angles solides) da poly^dre sont donnes. 

t\ Un, polj/gone ou un polyidre donni quant ä la forms, doos 
eutendrons qu'il doit dtre respectivement sembJable a od poljgone oa a nn 
polyedre donnö. 

88. L De tous les prismes de n cötes de äurfbce prdserile, eelui 
qm est droit et rSfulier, et dont la hose est tin sixieme de la eurfaeej 
a le plus grand volume. Ce prisme partieuUer est cireonserit ä uns 
sphire qm touche chacune de ses fitees dans son centre de ^avUA 

IL Si Ton subsHtue au nombre u des cötes successivement les va^ 
leurs 3, 4, 5, 6, . . . ., le tolume dfs prismes correspondants grandit tm^ 
jours, la grandeur de la surface restant la mime; et reaproquement: la 
grandeur de la surface diminue, le volume conservanl la mime grandearj 
ee doiit il resuhe que: 

III. De tous les corps prismaüques le eglindre droit dont la sur^ 
h face. est qufxbre fbis plus grande que la base, c'est ä dire le eglindre dont 

la Aauteur est ig^e au diamelre de la base est par räpport ä son volume 
nn maxifhum maximormn, la surface Üant de granieur preseritef et U 
est par rapport ä sa surface un nanimum mkismomm^ le volume Üant de 
grandeur prescrite. 

Demonstration. II resalte de ce qai precede (89) qa'ii ae peat &Lf^ 
qitestion que de prismes droits et röguliers. 

Que Ton se represente pour la demonstration de I. deax prismes drottis 
et reguliers, Fun (P„) de n cötes, et Tautre (jP«) de qüatre cdtes, de bao« 
tenrs egales et de bases circonscrites au mSme cercle. Les volames des 
deux prismes, leurs surfisces et leurs bases sont alors respectivemeut dana 
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le rapport des perimetres des bases. La surCice de Pn est par eonseqaent 
determin^e en indme tems que la surface de P49 6t si par un ohaogemeot 
aimiiltane des deux prismes le volame de P4 devient oti maxintiin , le vo-- 
lume deP, le sera egalement; il faat doncque P» ait Ja propriete enoAC^ 
dans le theoremei comme la propriete aoalogae a lieu par rapport a jP«. 

La dörooostratioDs de IL et UL deooalent sans diffienUe de ee que 
itoos venons de dire« 

33. La hose tun prisme trian^laire etant donnie quant ä sa 
forme (31), et la samme des deux bases et dCune des trois faces latiräles 
etani de grandeur prescrite, le volume est un maximum lorsque le prisme 
est droit (ou que du moins les bases sont perpendiculmres ä la face late^ 
rate mentionnSe) it que chacune des deux bases est un sixieme de la 
somme prescrite. 

Demonstration. Seit ACB (fijf. 11) la base du prisme P.^^ qoe 
noas sopposons droit, doutt6e quant a sa forme, mais dod pas qoant a sa 
graodeor; soit AB le edte aa-dessas duqnel se troore la face laterale 
dont la somme avee les deux bases est d'une grandeur pri^scrite S; soit C, 
le sommet du triaugle, le centre d'un quarre DEFG dont un cöt6 DG se 
trooVe daos la möme directioo que la base AB du triangle \ soit DEFG 
Ja base d'un pnsme droit P^ qui ait la mdme faauteur queP^, et qui change 
en mdme tems que celul-ci. Les volumes des deux prismes P3 et P4-, de 
mdme que leurs bases, seront respectivemeot entre eux eomme la base AB 
esl an perin^tre du quarre DEFG; mais le mdme rapport a Heu entre la 
partie prescrite 8 de la surface de P^ et la surface totale de P4; il s'en* 
suit donc que la surface de P4 est donn^Cy dds que S^ est fix^ et que P3 
devient uo maximum en möme tems que P«; ce dont on peut deduire la 
proposition enoncee. 

Ce tbeor^me peut ötre iuverti, savoir: si au Heu de la somme S, 
le volume du prisuxe est d'une grandeur prescrite, il s'ensuit sous les. mdmes 
couditions qoe la somme jS est un maximum. — . La plupart des proposi* 
tions qui vont snivre, penveirt ^tre inverlies analoguement. 

34 Etant donnees la base d^un prisme de n cötis quani ä sa 
fbrme, et sa surface totale quant ä sa ffrmdmr. le volume esl un maximum 
lorsque le prisme est droit et que sa base eet un sixi^e de sa surfaee. 

La d^monstration de cette proposition röaulte de ceÜe du n"" 83« On 
n'a qu'a se representer Outre )e prisme. droit P^y dont la basejB est de la 

«8* 
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forme pr6scrite, dd prisme triangulaire droit P3, de möine hautear et de 
base equivalente, tel que ron des coies AB de la base ABC de Ps seit 
egal au p^rimetre de la base B^} etablissoQS eucore que cette base ABC 
ue cbange pas de forme. Les deux prismes ool alors le möme volume. 
et la somme 8 des deux bases de P^ et de la face laterale au-dessus de 
AB est äquivaleate a la surface voulue de P„ ; ce dout resulte, d'apres 33^ 
la \6rH6 de la propositiou. 

35. L Etant domiee la surface totale Sun prisme de n cötes, ä 
Fexception d*une base, le volume est un Maximum lorsque le prisme est 
droit et regulier, et que la base est equivalente ä la moilie de la surface 
latirale. SS Ton egale n successivement ä 3,4, 5, •••• les volumes des 
plus grands prismes vont toujours en croissant, de maniere que le cyWadre 
droit est le maximum maximorum. 

IL La mSme paräe de la surface totale etant donnee, et la forme 
de la base etant prescrite, le volume du prisme est un maxifnum, lorsque 
le prisme est droit, et que la base est äquivalente ä la moitie de la sur^ 
face totale. 

Cea deux oas resulteot immediatemeut des (beoremes precedeots, 
pottrvtt que Ton regarde ce prisme comme la moitie d'un autre prisme, le- 
qnel est divise en deux parties egales par la base non-dounee, de maniere 
que lautre moitie se trouve au-dessous de ce plan. 

36. I. Etant donnee la surface totale d*un prisme de n cötes, ä 
VexcepHon dune seule face laterale, son volume est un maximum, lorsque 
le prisme est la moitie' d*un prisme droit et regulier, lequel est divisi en 
deux parties egales par la face non - donnee, et que la base est un sixieme 
de la partie prescrite de la surface. 

IL La forme de la base etant donnee, et les autres conditione 
restant les mimes, le prisme est un maximum, lorsquHl est droit, et que 
la base est un sixieme de la partie prescrite de la surface. 

37. I. E/imt donnee la surface dun prisme de n cötes, ä Tex^ 
ception d'une base et d*une face laterale, le prisme est un maximum lors^- 
qu'il est la moilie dun prisme droit et regulier, lequel est divisd en deu^ 
parties egales par la face laterale non ^ donnee, et que la base est im 
tiers de la partie prSscrite de la surface. 
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IL Lorsqtiaux conditions enonce'es on ajoute encore eelle, que la 
hose soit donnee quant ä la forme, te prieme est un maximum, loreqttil 
est droit et que la hose est un Hers de la partie prescrite de la surface. 

Ob peat eocore dedoire de ce qui precede quelques autres proposi* 
Ijdqs du mäme geure» Nous citoos comme exemple la suivaute: 

III. Etant prescrite la forme de la hose d*un prisme, et etant 
donnee la somtne de la hose et dune face laterale, le prieme est un maxi^ 
mum lorsque la face laterale en question est perpendicukAre ä la base, 
et deux fois plus jfrande que eelle -ci. 

Daos ce cas il n'est par necessaire que les autres faces laterales 
soieut perpendiculaires a la base, c^est a dire que le prlsme soit droit. 

38. Que Ton se represen(e une colonne prismaüque . iudefinie quel* 
conque. 

1^ Lorsqu'ou coape cette coTonne par des plaus quelconques noo- 
paralleles aux aretes, les figures d'iDlersectiou sont des triangles A, B, 
C, .... dout les ceutres de gravite a, b, e, .... se trouvent tous dans uoe 
certaiue droite Q parallele aux aretes de la coloiiue» 

2'' Lorsqu'on Gxe deux de ces secdous, p. e. A et B, on obtient un 
Corps prismatique doot le volume est mesure par le produit de Tune des 
deux bases (^ ou 17} par la perpeodiculaire abaissee sur eile du cenlre 
de gravite (6 ou a) de Faulre base."^) De la on peut deduire que: 

3^ Lorsque Tune des deux bases, p. e. A, est fixee, et que Fautre, 
Bß se meut arbitrairement aulour du poiut b, lequel restera toujours centre 
de gravite du triangle variable B, le volume du corps est constant, car ni 
la base A, ui la perpendiculaire abaissee sur eile du poiut b, ne changent ; 
et reeiproquement: le volume du corps etaut douue, il faut que la base B 
pusse dans toutes aes positions diflereutes possibles par le mduie point fixe 
(^lequel sera toujours son centre de gravite. La base B et la perpen- 
diculaire abaissee sur eile du poiut a changent siniultanement de grandeur, 
mais en sens tnverse; la perpendiculaire est un niaximum lorsqu'elle se cou- 



<^ ./ 



^) Cette propriete est enoneee ordioairement de la mtniere suivante: Le volume 
est igftl au produit de l'uue des bases par le tiers de la sommo des perpcudiculaires^ 
abaiasoes sur eile des trois sommets de Tautre base; mais la perpendiculaire abaissee 
du oentre de gravite de cette base est egal au tiers de la somme des trois autres 
.perpendiculaires. 
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fond avec la droite ahj ü Taut donc qoe la base B devieone un minimimi 
lorsqaelle est perpendicalaire a la droite Q et aux aretes de ia colouae. 

39. Des proprietes enoucces poar la eolonoe triangnlaire (38) on 
parvient soccessivement ä des proprietes analogaes pour les colonnes qai 
ont 4, 5, 6, .... n faces, le eylindre y cooipris; ces proprietes peuvent 
dtre enoDcees de la mani^re saivante: 

V. Une colonne prismatique indefinie quelcanqtte (k eylindre y 
ccmpris) etant eoupee par des plane quelconques non ^paralleles aux are- 
tes, le Heu des cenfres de gravite a^ b, c, .••• de totUes ces /teures d^inter^ 
sectian A, B, C, •..., est une droite fixe Q, parallele atix aretes. 

f^. Le volume da la partie de cette colonne Bmitee par deux de 
ces plane A et B est ^al au produit de tune ou de Vautre des deux 
hases (A et B) par la perpendiculaire abaissee sur eile du cenbre de gra» 
pitS (b ou a) de tautre hose. — Lorsque les deux hases A et B se ren^ 
conirent dans VintMeur de la colonne, le corps se compose de deux 
parües dont il faut regarder Vune comme negative j si dans eette suppo» 
sition les deux centres de gravite b et h se confondent, les deux parties 
sont äquivalentes en volume j le volume du corps enüer sera donc = 0^ 
comme la perpemUcukare est = 0. 

3^ Lorsque Vune des deux bases A reste fixe, tandis que faiitre 
totirne arbitrahrement autour de son centre de gravite b C^quel reste tou^ 
Jours son centre de gravite), le volume du corps est constant Si (fest 
au contrmre le volume du corps et la hase fixe A ^ou seulemetU son 
centre de gravite b) qui sont donnes, la position et la grandeur de Tautre 
hase B restent ind^terminees , mais dans toutes ses posiUons cette hase 
passe par le point b, qui est toujours son centre de gravite. L'tare de 
cette hase B est un minimum lorsqtielle est perpendiculaire aux aretes 
de la colonne; c'est ä dire: de tous les plans qui coupent la colonne d(m^ 
nee, celui qui est perpendiculaire ä Carete forme une figure d'intersecHon 
dont taire est un minimum. Plus le plan s'ecarte de cette position, plus 
tmre de cette figure devient grande. 

La colonne et le volume du corps limite lateralement par cette co- 
lonne elant donnes, on pourrait demander les conditions sous lesqaeUes la 
sarface totale ou la surface laterale devient un mmimunu — - La repooae 
resulte des considerations suivantes: 
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hw ceolres de gravite des contoors de toateü len coupes perpeh- 
dienlaiPM m trooretit dans la droite f^) qui est parallele aux aretes (et a 
ia droite Q}. Soient a et ß les points d'iatersecüon de eette droite avec 
ideny tOMs arbrtrairea A et Bf designoiM par P le eontour de la section 
perpendicolaire) la aurrace laterale aora s=^a/3.F. * Lor^ue les ba^es A 
et B touroent arbitrairenieat autoar des poinfa fixe« a et ß, la sarface la« 
tenle est constante * eile ae compose de deux partiea dont Tane doit 6tre 
regardee comme negative ^ lorsqae ^ et J3 -se reneontrent dana riolerieor 
de la oolonoe, ei eile deideat «sO, lorsqne a et ß se confondent Dans 
toos ces cas le volome du eorps peat grandir od dimiouer a volonte, comme 
la distance des points a et 6 dans lesquels A et B reneontrent la ofoKe 
Q est arbitraire. Si ao contraire les points a et 6 sont fixes, et que par 
conseqoent le volume seit coustant, il est evident qae la snrrace laterale 
pent prendre chaque grandmr vonlue, seien la grandeur de la ligne aß» 
Lorsqu'en particulier les droites Q et g se confondent, et qne les bases A 
et B passent par deox po>nts fixes a et b (ou a et ß) de ces lignes, le 
Tolume resle constant de ni6nie qne la surface lateralCi qaelle que soK la 
Position des bases. — Mais Q et q se- eonfonderont entre autres dans les 
cas suivants: 1) lorsque la colonne est reguliere, c'est k dlre lorsque la 
seetion perpendieulaire aux ar^tes (et a Q') est un polygone regulier; 
t) lorsque Q est un axe central de la colonne, c'est a dire lorsque cbaque 
section est un polygone qui a un c6n(re (et par consequent uu nombre pair 
de cötes). Le cyliodre eiliplique presente un exemple du second cas. 

Si en particulier les plans d'intersection (les bases A et B) sont 
paralleles, on deduit encore les propositions suirantes: 

4^ Etant donnere la colonne prismatique et la distance des plans 
d^intersection paralleles, le volume du corps prismaüque est un minimum^ 
lorsque ces plans sont perpendiculaires aux aretes de la colonne. 

*} Pour chaque Systeme de sections paralleles les centres de gravite des contours 
•e irouvent dans une droite parallele sux aretes de la colonne ; roais cette droite change 
en meme tems que la direction des sections ; la propriete en question n'a par consequent 

Es lieu pour des sections arbitraires non -paralleles. De la il resulte que la propoSition 
oncee par M* Hirsch dans son ouvxage: ^^Sammiung geometrischer Aufgaben" Vol. II, 
pg. tl6, §. 163. n^ 4, n'a pas en general lieu^ de roSme que plusieors autres propositions 
du mSme ouvragc relatives aux surfaces des corps et basees sur la proposition indiqueej 
p.e. les propositions des §.163, n^5. 6; §.164; §.191; §.192. La proposition' du 
§. 175 est exucte, bien qu'elle resulte d'un principe qui ne Test pas. Les propositions 
des §. 176 ei §. 177 ne sont pas.asscz clairement enoncees pour qu'on puisse dire si elles 
iont exactes ou non. 
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6°. La colonne elant circtmscrite ä un spAere, et U^ haees A et 
B devant toucher egalement cette spkere, le corps est tm minmum süue 
les mSmee conditions. 

6^ De tous les prismes de n cöies drcanscrits ä une sphere, celtn 
que est droit et regulier a le plus petit volume, la plus petite surface to-^ 
täle, la plus petite surface laterale et la plus petite hose. Eofin: 

7^ 8i Ton egale d successivement ä 3^ 4^j 5 ...., les prismes anr^ 
respondants tont en diminuant, autant par rapport ä leur volume, que 
par rapport ä la sfirface laterale, la surface totale et la base; de moniere 
que de tous les prismes circonscrits ä la sphere (fest le cj/lindre droit qui 
est un mimmum minimorum par rapport au volume, ä la hase^ d la sur^^ 
face laterale et ä la surface totale» 

Des Corps pyramidaux. 

40. L La hase d'une pgramide etant circonscrits ä un cercle et 
donnee, et la hauteur (pu le volume) de la pyramide etant egalement den- 
nee, la somme des faces laterales est un minimum, lorsque la pyramide 
est circonscrits ä un cöne droit. 

Si au lien de la bauteur (ou du volume) c'est la somme des faces 
laterales qui est donnee, la bauteur (ou le volume) sera sous les mdmes 
conditious uo maximum. Daus la suite nous allons passer sous silence la. 
plupart des inversions de ce geure. 

Demonstration. Desigiions par B la base donuee, et par C le cercle 
inscrit. Que Ton se represeuCe au-dessus de C le cöue droit K qui ait 
la hauteur preserite, et au-dessus deJ3 la pyramide circonscrite, dout nons 
desigiions les faces laterales respectivemeot par a, ß, 7, •••• Que Tod 
se represente encore uu second cöue k, qui coupe le premier ortbogooale^ 
meut en C, et qui par consequeut se trouve de Tautre cö(e de la base; 
nommous cbacun de ces deux cöues cöne polmre de Taotre cöne; de- 
siguous le cöle du cöne k par r. Que Ton se represente encore une py- 
ramide p circouscrite a Ar, qui ait B pour base, ses faces laterales toucbent 
la surface de k eu des lignes qui sont respectivement perpendiculaires aox 
l'aces laterales o^ ß, y, .... de P. Le corps compose des deux pyramides 
P et p peut dtre regarde comme la ^0Dlme des pyramides triangulaires qui 
out re^pectivement les faces laterales a^ ß, 7, .... de P pour bases, et le 
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sommet de p (ou de Ar) pour soniinet , les haoteurs de ces pyramides sont 
par consequeut toutes =^. Od a donc: ^ 

Soit Pi ane troisieme pyramide coa^truite sur la base B, da inline 
cole qoe P, et de meine bauteur (donc aussi de ineme volume) que P; 
Px et p forniept uo corps qui peut ötre regarde egalemeut comnie la 
somme des pyramides triaugulaires qui ont respectivement les faces late- 
rales c&i, ßj, Yiy « • • • de jPi pour bases, et le sommet de p pour sommet: 
les hauteurs de ces pyramides seront en general plus petites que r, et ce 
n'est que daus des cas particuliers que Tuoe ou deux de ces faces peuveiit 
etre =r; designons ces hauteurs respectivement par r — z, r — y, r — x,..., 
et nous aureus: 

^1+/^ = K^ — -)ai +!('•— r)ßi + ä-(r—a*)y,+.... 

= ^'•(Äi + ßi + 7i+—0 — i(«ai+yßi+a?yi + ....)> 
douCy comme P^=sP, on aura 

r(a + ß + 7+....) = r(ai + ßi+74 + ..-.) — (arai + yßx + ^yi+—Oi 
ce dont od conclut que 

a + ß + 7+ ••••<«! + ßi + 7i+-- • 
c*est ä dire que la somme des faces laterales de P est an minimum. 

II. Le cöne K pouvaiit &tre regarde comme limite de la pyramide 
P, pourvu que Ton regarde le Dombre des faces laterales comme infiiiiment 
graDd, et leurs bases (c'est ä dire los cöt^s de J3) comme infiuiment petites, 
la propositioD enoDcee a ^galement lieu pour le cöne; savoir: 

De tous les cönes constrmts au-dessus du m^e cercle comme 
base^ et de hauteur (de volume) donne, le c&ne droit a la plus petite sur-' 
face laterale. 

41. I. Lorsque les bases B et Bi de deux pyramides respective^ 
ment circonscrites ä des cercles sont donnees, et que la somme de leurs 
volwnes est donnee, la sotnme de leurs faces laterales reunies ne peut Hre 
un mimmum qu'autant que V les pyramides sont circonscrites ä des c6nes 
droits K. et Ki^ et que S^ les cdnes polaires K et K.i correspondants re- 
epecücefnent aux cones k et ki (40) ont respectivement des cötes igaux 

r = Ti- 

La demoustratiou de cette propositioD, qui ^t tout a fait analogue 
4 Celle pour les figures plaues (13), ne presente aucuue difiiculte, pourvu 
que l'ou ait egard a la propositiou precedente (40). 

Crelle's Joarnal f. d. M. Bd. XXIV. Heft 3. 29 
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Ce iheoreme a encore iieu par rapport ao oöna^ poonro qae les bases 
doDoöes soieut des cerclesj encore peut-ou Fi^tendre immediatement a dd 
iiombre qoelcooqae de corps pyramidaox; on aura dooc la propositioo soivante: 

\l. Etant donnees les hases d'un nombre ifuekonque de pjframides, 
ces hases etant toutes ou des cercles oti areanserites ä des cercles; etant 
doimee en outre la somme des faees laiArales de toutes ces pjframides 
reunies: la somme des volumes de ces pyraaudes ne peut itre ua maxi-- 
mum, qu'autant que r toutes ces pyramides sont ou circonscrites ä des 
eönes droits, ou elles^-mimes des cönes droits, et que 2'' les eönes po^ 
liores correspondants ä ces cönes ont tous des cötes Sjfoux. 

II exLsrte un cas particolier de la premiere propositioo (L) qiii merite 
d'dtre Signale, c'est celui, ou les deax pyramides sont constroites sar la 
mdme base, mais daos des seos oppos^s, de maniere a fornier une pyramide 
double« Ou a par rapport a ce cas la propositioo soivante: 

IIL Etant donnee la base dune pyramide double, et cette base 
etant eirconscrite ä un cercle; etant donnee en outre la surfhce de cette 
Pyramide double: son volume est un maximum lorsqu^elle est eirconscrite 
ä un cöne double droit et symetrique, et que par consequent eile est 
symätrique elle-milne, c'est ä dire que les deux pyramides dont eile se 
compose sont symäriquement iyales. 

4t. L Etant donnees deux cathetes de deux trianyles rectangles 
(une cathete de chaque trianyle), et la somme des deux autres cathetes, 
la somme des bypot^uses est un minimum, lorsque les irianyles sont 
semblables. 

Soient AB et DE oo a et c (^fiy. 12.) les cathetes donnöes, et seit 
BE la souime donnee des deux autres cathetes b et d; comme les poInts 
ii et Z> et la ligne BE sont fixes , la somme des bypotennses z-^^y sera 
nu minimum, si Fangle <i=iß, ce qni entralne la similitnde des triangles 
ABC et DEC. 

II« De la similitude des triangles on d^oit: 

(a) aibzz ^s^ czdiy. 

Supposons que: 

ima s= mitti, mc ssi n^Cgf 

mb ^ m,b,, md = n^d^, 
mz — miZij my = niy^^^ 
m, mi et ng designant des droites donnees qneleonques la grandonr de 0% 
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et Ci est determinde par ces eqnaüons^ iL. it'eo est pas de mdme pour bg 
et Cg qui ne sont pos deiermioes wparement, et a Fegard desqueb ooas 
savons seulement quo la somme iHi bi -f- n^ d^ .est egale a la somme constaufe 
et doimee n%{b^d). Pour ce qui est de Zi et yi nous observons que la 
somme i^ti^i+^iXi devieut uu maximum ou onjniuimam eo mdne tems que 
«-)*>> propriete qui resulie de röquation miZi^n^fi zsim{z^y). 

Mais eomme ea verta des equation (a) et {ß) on a les proportions 
(7) aiibgiZi a= Ci : rfi : y 1 = aibiz s= cidiy, 
00 peut regarder a^^ b^ Zi et Cj , Jj , >'i 9 comme les cötes de deax tri- 
aogles reclangles semblables eatre eux, et sembfables äux triaugles rectaugles 
form^ par a, b, et z, et par e, d, y. Oo a dooc la propositioo plus ge- 
nerale suivaote: 

EtarU donneee deux cathetes ^i et Ci de deux Uianglee rectangUs 
(un caihite de chaque trianffle), et la eomme de» deux rectattglee b|mi 
el d) Hl , /brmes par les deux autres eathelee h^ et A^. et les droitee dan* 
nees m^ et Ugi la somme des reclangles formes par les deux hypotenuses 
2i et Yi et les mimes droites mi et Ui esl un mimmum lorsque les triatiffles 
sont semblables. 

On voit aisement que ce theoreme peut ^(re etendu au cas oü les 
deox triangles ont ä la place des angies droits B^ et Eg y deux angles 
donnös quelconques. 11 ny a alors qu^uue seule couditiou a remplir, c'est 
que les angles ai et 719 respecti\^meut opposes a Uy et c^ soient egaux. 

III. Cette propositiou peut 6tre etendue ioimediatement a un phis 
graod nonibre de triangles de la manjere suivanle: 

Etant donnees les cathetes a, c, e, <•• « dun nombre quelconque 
de triangles rectangles C^ne cathete de chaque triangle); etant donnee en 
outre la somme des rectangles des autres cathetes b, d, f, .... aeee les 
droites donnees m^tx^Oy....^ c'est ädirelasomfne ß = mb + nd-|-of-f-,«.«7 
la somme des rectangles des hypotAfiuses z, y, x, ...• aveo les mimes 
droites donnees, c'est ä dire la somme fi ss mz + ny + ox-f ...., est un 
maximutn, lorsque tous t ss triangles sonl semblables. 

horsqu^en partiaslier les cathetes donnees sont egales entre elles^ 
c'est ä dire a ss c =? e . • • .9 les triangles sont tous egaux, et on a.* b = 
dssfs5«...9etzs=y = x....; le minimum fi a alors une valeur conr 
stante quel que soit le nombre des triangles, pourvu que les valeurs de 

a, ß et d'ssm-l'uH'O-f'*«** ^^ varient pas. 

89* 
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Car la valear de b est delermiuee par requation ß^bcr^ et lava- 
leor de z est determinee par a et b, de maniere que fiss^rT a one \h* 
leur coostatote. 

43. Lorsque de deus pt/ramides qui ont des hauteurs egales et 
des bases equivalentes et isoperimetriques Fune est circnnscrite ä vn 
cäne droit j sa sur face laterale est plus petite que celle de fautre py^ 
ramide, si celle -ci n'est pas circonscrite d un cane droit. Si au con^ 
traire les devx pyramides sont eirconsCrites ä des cönes droits, leurs 
surfaces laterales sont equivalentes, les cönes sont par consequent egaux. — 
Etifin: hes pyramides circonscrites am mime cöne droit qui ont ou des 
bases equivalentes ou des bases isoperimetriques ont des surfaces late^ 
rales iq4iioalentes. 

Däsignons la haateur de Fune des pyramides eu qaestion par a, 
sa base par ß, les cöt6s de la base par m, n, o, ••••, le perimetre 
m-f-M + ^ + ***« P^r ^9 ^^^ perpendiculaires abaiss^es da pied de la per» 
pendiculaire a sur les cöles de la base par b, d^ f, ....y les bautears des 
faöes laterales par z, y, x, .... et la «urface laterale par fA : la verite de 
la proposition decoulera saos diflGculte dd troisieine cas de la proposition 
precedeute (48, III )• 

Ce tfaeoreme et le lemme precMent sont düs a Lkmlier, seulement 
il les euoDce sous une forme an peu difl%rente* 

44. De toutes les pyramides de n cdtes qui ont mime hauteur, 
c'est la Pyramide reguliere qui a la plus petite surface laterale, les 
bases etant equivalentes, et la plus gründe base, par consequent aussi 
le plus grand volume , les surfaces laterales etant equivalentes. — De 
toutes les pyramides de n cötes de bases et de surfaces laterales equi^ 
vaUntes, c'est la pyramide reguliere qui a la plus grande hauteur et le 
plus grand volume. JStc. 

La demonstration ne presente aucaue diifieult^. 

45. De deux pyramides circonscrites ä des eines droits et ayani 
des Iiauteurs egales et des bases equivalentes, celle dont la base est ciir- 
conscrUe au plus petit cercle a la plus grande surface laterale. 

Soient P et P^ les deux pyramides, fx et fXx leors sarfaces laterales, 
et soit P la pyramide dont la base est circonscrite an plus grand cercle. 
Que Ton abaisse des centres des cercles inscrits aax bases des perpendi- 
culaires p et pi sur les faces laterales, ou aura evidemment p^pii mais 
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comine Psiz^pfi^ Pi^^iPif^i el d^apr^s Thypothese Ps=JP^, il s'ensuivra 
qoe ii<Z(Ji>f 

46. Parmi les pyramides reguUires de meme hauteur et de base 
equivaUnte celle dont la base a le plus grand nombre de cötes a la sur-' 
face laterale la plus petitej la surface du cöne droit sera donc un mi^ 
nhnum (45). Oa bien : Parmi tous les Corps pyramidaux de tneme hau" 
teur, le cöne droit a la propriete d'avoir une surface laterale minima 
minimarum, le volume etant de grandeur prescrile; et un volume (une 
base) maximum maximarum, la surface etant de grandeur prescrite. Etc. 

47. I. De tous les tetraedres dont les surfaces totales sont equi^- 
valentes, le tetraedre regulier a le plus grand volume f et de tous les 
tetraedres equivalents en volume il a la plus petite surface totale. 

Car il faut qae le corps soit noe pyramlde regaliere par rapport a cba- 
cuoe de» qualre faces regardees comme base (44) ; il faut doDC qae les quatre 
face» soieiit regulieres, et que par consequeut le corps lui-*m6me soit regulier. 

Oll aarait aussi pu rattacber la demonstration a la premiere propo-* 
sitioji sur les pyramides (40). Car en regardaut ce corps comine niic py« 
ramide, et une de ses faces comme base, il faul qu'il soit circonscrit a 
un cöne droit, et que les trois faces laterales forment des aogles ögaux 
avec la base; d'ou Ton couclut que les six augles diedres sont egaux, que 
par consequent les quatre angles triedres sont reguliers et egaux, et que les 
qualre faces sont regulieres et egales. 

IK Nous enon9ons encore les propri^es suivantes du tetraedre re- 
guUer, dont nous tirerons parti par la suite. 

Lorsqu'ou regarde une de ses faces comme base, on a les rapporls 
suivauts: 

l^ La base est un quart de la surface totale, ou un tiers de la 
surface laterale. * 

V*. La bauteur / d'uoe surface lalerale, ou le cöte du cöne droit 
inscrit a la pyramide est trois fois plus graude que le rayon r du cercle 
inscrit a la base; ou a donc / = 3n 

3". Le diametre d du cercle meutioune est a la bauteur h de la 
Pyramide comme 1 : /"^^ , c'est ä dire comme le cöt6 d'un quarre est h sa 
diagonale; car on a A' = T— -r^ = 8r^ = 2 iT, donc rf : ä = 1 : /S. 

4^ La sphere inscrite touche obaque face dans son ceulre de gra- 
vite« et le ceulre de gravile de la sphere coincide avec celui de la pyra- 
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mide. La baatear de la pyramide est donc egale au double da diametre S^ 
oa dgale aa quadruple da rayou ^ de la sphere inscrite; ou aura dooc 
Ass3^s=4^; puia ^:Js=l:/2, et par cousequeot hid^sdiSou 
d^ =z hS; e(c. 

48. Comroe daas des pyramidefl quelcooquea circonscritea au m^^ 
cone droit, les vohiniea, les sorfaces totales ^ lea sarfiicea laterales et lea 
baaes sout respectirement cooiine les p^rimelres des basea, oa dedait des 
proprietes enum^rees (47) du tetraedre les propositioos saivaotes: 

L La base d'une pyramide circonscriptibU ä un cercle etant 
dormee t/uant ä sa forme y et la surface totale etant donnee egaiement: 
le volume est un maximum, lorsque la pyranäde est ciramscrite ä an 
cone droits et que la base est un quart de la sur face; ete. 

II. Parmi les pyramides de a cötes de surface totale equivalente, 
Celle ^lä est un maximum qui est reguliere et dont la base est egale ä 
un tiers de la surface laterale ^ ou bien celle dont ton! es les facess sant 
touchees dans leur centre de gravite par la sphere inscrite ; (cette sphere 
a le centre de gravite de la pyramide pour centre, et son diamelre est 
egal ä la moitie de la hauteur de la pyramide}. 

III. Lorsqu'on substitue au nombre d des cötes suceessivemeni 
les valeurs 3, 4, 5, •••.^ les volumes des pyramides maxima earresptm^ 
dantes vont toujours en croissant, et Pon parvient par la au resultat 
suivant: 

Parmi toutes les pyramides (les cönes y compris}, le cone droit 
dont la base est egale ä un quart de la surface totale a les deux pro^ 
prietes: d'etre un maximum maxünoruni par rapport ä son volume, la 
grandeur de la surface etant donnee j et d'Stre un minimum minimorum 
par rapport d la surface, la grandeur du volume etant donnee* — - Pour 
ce eone particulier tous les rapports enonces (47, IL) pour les graodeors 
l, r, d, h, ^ et ^ ont eucore lieu, de mdme que la propriele que son centre 
de gravite et le centre de la sphere inscrite se confondent, et que cette 
sphere touche les cötes du cone dans un poiiit dont la distauce ao sommet 
est ögale a f du cöte enlieri ou bien que la sphere touche les äemenis 
de la surface laterale dans leur centre de gravite. 

lY. Parmi toutes les pyramides de n cötes de surface equitHh- 
lente Coti de volume equivalent) qui sont drconscrites d des spheres, 
celle dont le volume est un maximum C^u celle dont la surface totale 
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€$t un minimum), e^est ä dire celle gui est reguliere et dont la base est 
un quixrt de la siitfäee totale, est circanscrite d la plus grande sphere. — 
Si Von substitue successivement ä n les valeurs 3, 4, 5, ...., les sur^ 
faces dunnees Cou bien les volumes donnes) restant constantes, les spheres 
maxima correspondantes yrandissefU continueUement , et ceUe qui cor^ 

m 

respond au cöne est par consiquent un maximum maximorum. 

Designonfi par P le Tolome de la pyraniide, par 8 sa surface, ei 
par q le rayon de la sphere inscrXe, on aura Feqaation Ps= i^S, d'ou 
Ton deduit qae, fi^ elant doonä, la plas grande valear de ^ eorreapond a 
la plus grande valeur de P; etP etant donne, la plus grande valear de ^ 
correapond a la plns petite valear de jS!» 

y. Parmi tofites les pyramides de n cötes, eirconscrites d la mime 
sphere, celle qui est reguliere et dont la base est un quart de la sur-- 
face totale, a le plus petit vobnne et la plus petite surfaee. (IV.) — 8i 
ton substitue ä n successivement les rateurs 3, 4, 5, • • • • , fe^ pyranUdes 
minima correspondantes vont toujours en diminuant, autant par rapport 
ä leur volume, qu'a leur surfaee totale, pourvu qua la sphere reste la 
mime. II en resulte donc que : Parmi toutes les pyramides eirconscrites 
ä une sphere donnee (les cönes y compris), le cöne dont la hauteur est 
egale au double du diametre de id sphere est un minimum minimorum^ 
autant par rapport au volume, que par rapport ä la surfaee. Car tou- 
tes les pyramides minima (le cdne y compris) ont la m6me bantenr A=s3^, 
et leurs bases sont eirconscrites a des cercles ^ganx, d:=^S^2j etc. 

49. Etant donnee la base d'une pyramide triangulaire quant ä 
sa fortne, etant donnee eneore la somme de cette base et ff une face la^ 
terale , et y etant ajoutee la conditum que les deux autres faces soient 
perpendicukUres ä la base , la pyramide est un maximum, lorsque la 
hose est un quart de la somme donnee. 

Cette proposition deconle du n° 47, de la mime maniere que le n^ 33 
deconlait du n''31. 

60« Etant donnee la base ß dune pyramide de n edtes quant ä 
sa forme, etant donnee en outre la somme de sa base et ffune face laie^ 
rale a, la pyramide est un maximum, lorsque la base est un tiers de cette 
somme donnee (a =5 2 ß) , et que cette face laterale est perpendiculaire ä 
la base. 

Cette proposition peut dtre dedaite du n''37, III. 
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oi* Pour troaver les propriötes de la pyramide de n cötes qni a le plas 
graod volume, la surface laterale etant doonee, ou la plus petite sarface laterale, 
le voluuie etant donne, on peat partir, comme noas Favons fait (47), de la 
Pyramide triangulaire, et e(endre ces proprietes ä (outes les autres pyrainides. 

Bappelons d'abord qae d'apres ce qni a ete dit (44)9 une pyramide 
de n cötes de sorface laterale doonee ne peut avoir un volame maxiroam 
qu'aotant qa'elle «est reguliere« Dans les recbercbes qui vont suivre, il ne 
sera douc quesliou que de pyramides r^ulieres. 

Pour la pyraniide (riangulaire la Solution de notre probleme resalte 
directement d'uue proposition enoncee plus haut sor les prismes qnadrJla- 
leraux, sans que Ton soit oblige a avoir recours a Tobservation que nous 
venons de faire. On peni Tenoncer de la maniöre suivante: 

52. I. La samme des trois faces laterales d'une pyramide trian-- 
gvlahre etant donnee, san volutne est un Maximum lorsqu^elle est reguliere 
et que T angle triedre au sommet est droit; c'est ä dire lorsque les faces 
laterales sant des triangles rectangles isoceles, lesquels par consequent sont 
perpendiculaires les uns aux autres. 

Qne Ton construise un parallelepipede dont un des angles triedres 
sojt egal ä Tangle (riedre au sommet de la pyramide en question, et dont 
les trois aretes soient respectivement egales au trois aretes laterales de la 
Pyramide; la somme des trois faces laterales de la pyramide sera egal a 
un quart de la surface totale dn parallelepipede, et le volume de la pyra* 
mide sera egal a un sixieme du volume du parallelepipede. Comme le vo« 
lome d^un parallelepipede de siirface donnee est on maximum lorsque le 
parallelepipede est un cube (30), la pyramide ne peut dtre un maximnm, 
qu'aulant qne les conditions enoncees sont remplies« 

IL Enoiifons encore les proprietes soivanfes des pyramides re- 
gulieres dont la base est un triangle equilaleral, et dont les faces laterales 
sont des triangles rectangles isosceles: 

l"". La bauteur / des faces laterales (le cote du cöne droit inscrit) 
est au rayon r du cercle iuscrit a la base comme /*3 : 1 , c'est a dire 
comme la bauteur du triangle isocele est a la moitie du cöte. Le m£me 
rapport a lieu pour la somme des trois faces laterales et la base. 

2''. La bauteur h de la pyramide est au rayon mentionne r comme 
/2 : 1 ; la bauteur de la pyramide h est a la bauteur des faces laterales / 
comme ^2 : /"S. 
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8^ Les perpendicolaires abaiMees da cenlre da cercle mentioDDa 
rar les faces laterale« sout ^alea entre ellea, ss ^ ) les pieds de ces per« 
peodiculaires soot les ceutres de gravite des faees laterales; la sphere qui 
a le centre de la base poar centre et ^ poor rayon, toache donc Jes faees 
laterales dans lear eentre de gravHe. II existe partant eotre le rayon ^ de 
cette sphere et les graudears l, r, h les rapports soivants: ^:/:s 1^2:3$ 
^:rs=: /2:v^3; f:Ä = l:/'3, oa bien ^:ä = 2:/'3, c'estadire: le dia- 
metre h de la sphere est a la haoteur h de la pyramide, comme le cö(e 
d'oo (riangle 6qailatöral est a sa hauleur. 

53. Oll etablira maiutenant sans difficoKe les tfaeordmes saivaDtü«: 

I« La base dune pyrmnide etant drconscriptible ä um cercle et 
de forme donnäe, itant donnSe en cwtre la surface UUerate, la p^ramide 
est un maximum hrsqu'elle est drcanscrite ä un com droit H que la 
base est ä la surface laterale comme 1 : /'S, ou i/ue le rayon r du cercle 
inscrit ä la base est ä la hanteur h de la pyrasmde comme l ; /'2; etc. 

IL Etant donndes la base dune pyrandde trianyulaire guant ä sa 
fbrme, et une des faees laterales quant ä sa grandeur, et itant afout^ la 
eondition que les deux untres faees laterales soient perpendkulaires ä la 
base, la pyramide est un maximum hrsque la base est ä la face laterale 
donnee comme 1 : /*3. 

III. Etant donnee la surface laterale dune pyramide de n cdtes, 
son volnme sera un maximum, lorsque la base est ä la surface laterale 
comme i:/^3i ou bien r:hs=:l:/'2; ou bien encore lorsque toutes les 
faees lat&ales sont touchies dans leur centre de yravife' par une sphere 
dont le eentre se trouve dans le centre de grucite de la base. 

IV. Lorsqu'on eyale n suecessivement ä 3, 4, 5, ...., le vohtme 
des plus grandes pyramdes va ioujours en croissant, et de toutes les pyra^ 

mides de surfacef^quivalente (le cöne y compris) c'est le c6ne droit doni t '.o •i^-'^^' ^ 

la hauteur h est au n^on r de la base comme 1^2:1 (c'est ä £re celui 

dont la base est ä la surface laterale comme 1 : ^3) qui est le maanmum 

maximorum. Ce cöne a encore la propriete que tous les etements de la 

cur face laterale sont touches dans leur centre de gracUi (ou Inen que 

Ums ses cöfes sont touches en un point dont la distance au sommet est 

egale ä \ du c6ti enüer) par une sphere concentrique ä la basej etc. 

64. En combinaDt ces propositions (53) avec eelles da u®41, IIL 
OD parviendra aox propositions snivantes: 

CreUe^i Journal f. d. M. Bd. XXIV. Heft 3. 30 
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L Etant donnie la turface laUrale dune pyramide double, ätani 
danne en aulre la forme de la hase qui ee trouve au milieu de la pyra^ 
mide double, et qui eoif drconseripüble ä un cercle, la pyramide double 
est un maximum, lorsque les deux pyramides simples dont eile se compose 
sont symetriqtiement egales et remplissent les conditions enoncees dans la 
proposition precedente (53, !)• Gelte pyramide donble est donc un eöne 
doable, droit et symelriqae, circonscrit a une spbere. 

II. Etant donnes un angle diedre dune pyramide trianyuhare, le 
rapport des deux faees a et ß gut comprennent cet atsyle, et la somme des 
deux autres faces y et Sy le volume de la pyratiude sera un maximum, 
lorsque les faces a et ß sont des trlangles isoceles qui ont Farete h de 
Fanyle diedre qu'elles comprennent pour base commune, que les faces 7 et 
S sont ^äles entre eüee, et que la droite r qm est perpendiculoire ä 
tarete h et ä Farete opposee ä hj est ä Farete h comme 1 : /'S. 

III. Etant donnie la surface dune pyramide double de n c&tes, 
son volume sera un maximum, lorsqu'elle est circonscrile ä une epIUre 
qui touche chacune des faees dans son centre de yravite'f ou bien lors^ 
qu'elle est reguliere et symetrique et que son axe h est au diamStre l de 
la sphere inscrile comme /*3 : 1 ^ etc. 

IV. Lorsquon substitue a n suecessivement les valeurs 3, 4, 5, ...., 
la surface restant la mSme, les volumes des plus grandes pyramides cor- 
respondantes vont ioujours en croissant, de moniere que le c6ne double 
represente un maximum maximorum. 

Remarque. La pyramide double est un caa particulier de la classe 
des Corps qui sout limit^s par un nombre pair 2n de triaugles, et qui oul 
deux angles polyedres de n aretes opposes Fun a Tautre, et entre ces deux 
angles polyedres n angles trledres. Les aretes qui joignent les angles 
triedres forment un polygone de n edles, leqnel est en general gaucbe, 
inais qui est plan dans la pyramide double. Les theoremes de IIL et IV. 
ont iieu encore par rapport a la classe euliere; c'est a dire: la sarface 
d'on de ces corps etant donnee, son volome erst un maximum, lorsqo'il prend 
la forme de la pyramide double decrite. D'autres considerations (66 et 
suivants} qni se fondent snr le principe de symetrie, prouveront, qu'il faut 
qu'il prenne celte forme. 

II en resuHe en partienlier que: 

Parmi ious les corps de sa classe Focfoedre regulier a le plus 
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ynmä volume, la eurfaee etant donnee, et la plus petUe surface, le volume 
Hont dannS. 

65. Quo Foo ne represeote oa äugle polyedre couvexe qaelcooque 
de n aretes (uu espace pyramidal illirnite) dont le soromet soit jS. Cbaque 
plau qoi rencontre toutes lea aretes limite avec les faces de Taugle po« 
lyedre one pyramide et peut ötre regarde comtne la base 3 de cette Pyra- 
mide. Si Ton meut ce plan parallelement a lui «- mSme, la base et le volume 
de cette pyramide croissent oa decroiraent coutinaellement entre les llmites 
et oo, Selon qae le plan s'eloigne oa s'approcbe du point & Poar se 
faire ane idee des differentes directious possibles de ß, on n*a qa*a se figa* 
rer un plau a qui passe par le sommet S, sans cependant passer par Tin- 
ierieur de Tangle polyedre; l'ensemble de toutes les positions de a deter-» 
mine toates les direetions qae ß peot avoir, car ß peut toajonrs Hre re* 
garde eomme parallele a Tone des directious de o. Dans cbacune de ces 
differentes direetions possibles la pyramide limitöe par ß peat avoir chaqae 
grandeur prescrite. 

Ce qae noos venous d'enoncer par rapport a Tangle polyedre s'ap« 
pliqae egalemeot a Tespace conique. Le m^e a lieu par rapport aux 
propositions saivautes: 

56. Parmi toutes les pjframides limitees lateralement par les faces 
d'un angle polyedre S et qui ont pour base un plan qui passe par le 
point P situe dans Pinterieur de Vangle S, la pyramide dont la hose a le 
point P pour centre de gravite est un nuucimum. 

Demonstration. Que Ton se represente^ pour fixer les idees, par 
RST {fig. 13 j Taugle polyedre donne S, et par AB la base ß qui a le 
poiut JP poor centre de gravitö; par AAJBBi uue colonne prismatique 
coustruite aa«dessas de AB, ou ß, dont les aretes soient paralleles a la 
ligne SP. (Da reste il suffit dejä de construire le corps prismatique au* 
dessas de AB de maniere que le poiut jS se trouve dans son Interieur. ) 
Soit CD une autre base quelconque dont le plan forme avec la colonne 
prismatique la figare EF, les parties cuneiformes APE et BPF de la co-* 
lonne prismatique comprises entre AB et EP sont equivalentes en volume 
(39, V')\ il faut done que les parties APC et BPD de Faugle 8 com- 
prises entre les bases AB et CD soient de volume different; et comme 
^videmment la partie APC > APE, et BPD <^ BPF, il faot que^iPO 
BPD et par consequent CSD > ASP. 

30* 
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67. Parmi touiee tee pyramUee iquwalentee en volume limUies 
tateraUment par les faces du mime angh pofyedre S, celle dant la hau^ 
teur SP paeee par le centre de gravite V de la haee ß a la plue pe^ 
tUe haee. 

Car chaque plao qui passe par le centre de grayHö P de la base 
est la base d'oue pyramide 8ßi qoi est plus petite qae 8ß (56), et dout 
la haotear est plos petite que SP, c^est a dire plus petite qae la haoieor 
de 8ß. Seit Sd une des pTramides dont il ^ei qaestion dans Dotre pro- 
positioD, donc SasnSßy on n^k qo'a sopposer ßx parallele a et, et od anra^ 
comme Sßi^Sß^ £fßi>*fifa; ßi est dooc phis öloi^e de ^ qae a (65) 
et la haatear de 8ß sera » plas forte raison plns grande qae la hauteur 
de 8a; il faot donc qoe Ton ait ß *<a. 

58. De toutee lee pyramidee Umäeee lateraUment par lee facee 
d^un angle pofyedre 8 et d haeee iquwatentee, ceUe qui rempUt lee eon^ 
ditione emm^eee (57) est un maxbnum. 

59. De toutee lee pyramidee de mime hauteur Umitees laterale^ 
ment par lee facee du mime angle polyidre Sy celle (fui remplU lee cann 
ditione enanciee (57) est un minimum. 

M. L'angle polyedre au sommef ff une pyramide de n eötie etant 
drconscrit d un e&ne droit et itant domti: 
l^ la pyramide aura reepectk^ement une eurfaee latirate minima ou 
un volume maximum, tareque faxe du cOne paeee par le centre de 
gravite de la haee de la pyramide f eehn que le volume ou la eur^ 
face laterale de la pyramide est donne. 
S^« la Pyramide aura reepectivement une eurfaee totale minima ou 
un volume maximum loreque la ephire inecHte touche la haee dans 
eon centre de gravite} eelon que le volume ou la eurfaee totale de 
la pyramide eet donne. 

Pour la Pyramide triangalaire ces deuz propositions ont toojoors lieoy 
puisqoe l'augle polyddre ao sommet est toajoors circonscrit » un cdne droit. 
6h Etant donnie dane Vintirieur de Vangh pofyidre 8 une mr- 
face courhe cenänuetnent eanvexe F dant le cöU coneave eet taunuf vere 
h sommet S, et äant qfout^ la comBtion que la hase ß de la pyramide 
ämitäe latiralement par lee faces de T angle S Umcke la eurfaee F, la 
pyramide est un minimum, lorsque le point de eantad est le centre de 
gravUi de la hase^ — |SI en particolier la sarface F est une partie de la 
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siirfiice de la sphöre dont le ceutre ne (roave ao sominel S, cetle propo-- 
sitioa se oonfood avec celle da n"^ 59. 

La dämomtration de ces propositiona (58^ 59, SO et 61) se raUacbe 
a Celle des propositiooa precedeiiteab 

62. Les baees de toutea les pyramdea e^valentes en volame, limi" 
Uee UiUratemmt par les faeea du mime angle polyedre S, touc/ient toutes 
ime cerUdne stirfaee courbe F; le$ paints de contact sont en mSme lerne 
ke cenires de gravi/S des bases reepeeUvesf t angle pofyedre est asgmptO" 
Uque par rapport ä la surfaee F. — Nous öbservona en particulier que: 

1^ V angle S itant iriedre, et ses aretes Hont prises pour axes 
des coordonnees, Fequaäon de la surfaee F esti 

xyz 5= A^ 
ce dont il rüuUe que la surfaee contient trois sgstemes de secüons eo* 
mques} ete. 

V. V angle C äant un cäne du second degri, la surfaee F est 
tut hgperboUade ä deux nappes. 

3\ TIne surfaee donnee du seconä dsgri iUmt eoupie par des 
plane diriges de maniere ä former avee les parties earrespandantes de la 
smfaee des segmmUs Äquivalents en voktme, les bases ß de ces segmenis sont 
teuekies dans leur centre de gratiU par une autre surfaee du second degre 
qtd est semblable ä la premiere, semblablement placee et concentrique "*)• 

63, On peat etabUr lea comparaisons suivantea entre lea priames^ 
les pyramidea et lea pjramidea doubles construifea de maniere k avoir les 
propriötea da maximnm oa da minimom^ 

Bemarqaons tfabord qoe: 

En d&ignant Taire d'on poIygone regulier de n oötea par b, et le 
rayon da cercle inacrit par r, on a 

b s= r^ittaog— = r^m. 

Poor 11 = 00 (pour le cercle) on a mss ntang— sssr, et ftssr'^r« 

L Btant donne an priame tel que le volame est an maximum, la 
aorface ötant doonee, et qoe la surfaee est an minimumi le voIume etant 

*) n reste k etablir an theoreme analogae sur des surfkces courbes qaelconques ; 
stvoir: Lorsqa'on retrauche d'one sorfaoe courbe quelconque aa moyen de plana des 
Segments de volame conatant^ examiner qaelle est la surfaee qui touche lea bases de 
toos les Segments 9 quels sont les points dans lesquels eile les touche , et quelles sont 
ses autiss propridtes. 
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doune (32, L) ; soit v Je volmne, $ la sorfaoe totale^ b la baae, n le Dombre 
des cdt^a de la base, r le rayon du cercle inscrit a la base, h la baotear 
da prisme et ^ le rayoo de la spbere ioscrite an prisme, on a: 

et comme v^^^^^s, on a encore: 

IL E(ant doonee une pyramide dont le volume soit an maximam 
lorique la surface est donnee, et dont la sarface soit an mrnimom lorsqae le 
volanie est donne (48, IL); soit Vi le volnme, ^i la sarface totale, b^ la 
base, n le nonibre des cötes de la base, r^ le rayon da cercle inscrit ä la 
base, Ax !& bautear de la pyramide et ^^ ^^ rayon de la spbere inscriie, on 
a (47, II. et 48, IL): 

V. qt = ihr, b] = 8rJ,- s^ = 4b, == 4rjm = 8f^m; 
et comme Vi^^^^iS^j on a encore: 

IIL Etant donnee nne pyramide donble qai remplisse les conditions 
enonc6es au n^54, III; designons . par r,, ^29 ^29 ^9 ^29 ^ ^t ^2 des gran« 
denrs analogues a Celles de II; on a (52 et 54): 

V. 2rJ = 3f;; ^2 = 2*2 1^3 = 21^3 r'm = f;.3m/3; 
et comme rjss^^^^j» on a encore: 

r, r, = f;.m,r3 = 3y-^^|^, <*^= 3/((3m)^3). 

IV. Dans ces trois cas (I, II, III) la formale (2'') exprime la dd* 
pendance entre la surface totale, le volume et le rayon de la spbere inscrite 
des Corps respectifs; c'est a dire eile fournit le moyen de deduire chacune 
de ces trois grandeurs des deux autres. Les expressions (^^)', (/*^i)S 
(^SjY designent des cubes dont les bases sont equivalentes aux surfaces 
donnees Sy s^ ^29 lesnombres 3 1^(6 m); 6 1^(2 ti»), 3/'((3m)/*3) expriment 
le rapport entre ces cubes et les corps respectifisu 

Lorsqae Ton regarde les nombres n et m (ss n tang —J comme egaax 
dans les trois eas, il resulte des formules enoncees la relation suivante: 

v^ * V \ v / V r, / ' \ V / V4 '\ r^ / 
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LonqvCou egale les volumes de ces corps, trssrissra^ od a: 

9 S • • 

*,:*= V^4:/'3 et sis^ = v^4:/"3, ou 

5; :*•:#; = 64:36:27; 
ou a encore: 

g^ : f =s 1^3 : iT* et g : ^ ^ = 1^3 : Z"*, 00 

ft-e*-?! = 27:48:64, 
Loraqu'on egale lea surfaces^ irss^^ss^s^ on a: 

r^ t r 8s p< : r^ et ?, 2 ? = ?* : f * J 
rj:(;*:rj = etsf^^eJ = 27:48:64. 
Lorsqo'enfin od egale lea rajoDs dea spberes iDacritea^ g 8= ^^ ss g, , 

OD a: 

v^iv s= r* : r* et '#^ : ^ s= ^* : ^J; 

t?f:r*:rj = *J:**:äJ «5 64:36:27. 

Du nombre des corps par rapport aoxquels ces refalious ODt lieu^ 

Dons citoDS les suivants qui se pr^enteot frequemment: V Fbexaedre, la 

pjrramide quadrilaterale et roelaedre; 2^ le cylindre, le c6ue et le cöue 

double. 

Retnarque gindraU. 

64. Les propositions euoncees sor les corps prismatiques et pjra* 
uiidaux De doiveut ölre regardees que comme ud commeDcemeDt des re- 
cbercbes snr lea polyedres od generaL M6me par rapport a ces deux 
especes de corps il 7 a eucore beaacoup de quesiioos a r^soudre. Je veux 
eu indiquer quelques unes, et ajouter pour plusieurs d'eotre elles les con- 
jectures que j'ai foroiees a leur ^gard. 

L Cominent pent-oii deoiontrer, que le prisuie de n cötes, decrit 
au n° 32, L , est plus grand que (out aulre polyedre de la uieme espece 
(c'est a dire que tout polyedre liinife par deux polygones de n cötes op- 
poses TuD a lautre, et par n quadrilateres ) , la surface etaut doiiuee? — 
Demontrer p. e. 1"^ que le prisme triaugulaire qui satisfait aux conditious 
(32, I.) est plus grand qu'uue pyramide triaugulaire quelconque trooquee 
obliquement, dont la surface est equivalente a celle du prisme; 2^ que le 
cube est plus grand que lout auire corps limite par six quadrilat^res de 
surface equivalente. 
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IL 8au9 guelles conditioM un pofySdres canvexe, däermni quant 
a son espece, et de suffaee äonnde, est--U un maxhnum? 

Dans les propositions sur le prismey la pyramide et la pTramide 
double (32, 48, IL 54, IIL) qni ne donnent qae dea cas particaliera de 
ceüe ^ueslion generale, j'ai fait ressortir ä deasin la propriötö qae: 

Le plus grand de ces polyedres est areonscrit ä une sphere qm 
tauche ioutes ses faces dans leur centre de grämte. 

11 a'agirait maintenant d'examloer, si cette propriiti canment gini^ 
ralement ä tous les polyidres concexes, ou quelle est la classe de po^ 
tgedres auxquels eile convienf. 

II ny a pas de doate qoe le dodecaedre et ricosaödre rögolieni 
acut des tnaxima parmi les corps qui sont respectiyemeiit de la möme 
espeee et qai ont des surfaces totales eqai valentes ; remarqoons que ces 
deüx Corps ont la ^priete önoncee ci^-dessns. 

Observons encore qoe les propositions des n"" 57, 58, 69 et 60, neos 
engagent a snpposer celte propriete, paisque le poljedre peut 6(re decom« 
pose en pyraniides dont les sommets sont reouis an centre de la sphere, 
et dont les bases sont les faces da poljedre. 

HL Noas citons comme des cas simples, sobordonnes an problöuie 
geueral (IL)» les suivants, par lesqaels on poarrait commeucer: 

1 ''. Le Corps "en qaestion est de la möme espeee qa'an prisme coupe 
en Pyramide des deax cöfes; c'est a dire: il se compose de deax angles 
polyedres formes de n faces triangalaires, opposes Yuü a Taatre; entre ces 
triangles se troave ane zöne form^ de n qoadrilateres ; oo plus generale- 
meiit encore il se troave plusiears sdnes entre ces triangles, toutes formees 
de n quadrilateres. 

2"*. Le Corps est forme de deox faces de n cdtes, opppsees Fane 
a lautre, entre lesqaelles se trouvent deax (ou an aatre uombre quel- 
conque de) zdnes formees cbacoue par n qoadrilateres. 

3^ Le Corps est de la mdme espeee qu'une pyramide tronqoee de 
n CO tes (31), et sa sorfaee eat dounee, a Texception d'aue des bases. — 
Festous ressortir le cas particulier oü la base est an quarrö oo an cercle. — 
Au liea d'avoir une base soperieure, le corps est coupe en pyramide, et la 
surface doiiuee consiste par conseqaent de n triangles (aa sommet) et de 
n quadrilateres; etc. 

4^ Le corps donue est une pyramide de n cötes, et la surface 
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est donnee ä rexception d'ane des faces laterales. — On dämontre aise* 
Dieut qoe les faces ^ a Texceptioo de celle qai n'est pas donnee, onC des 
angles egaox au sommet. — On discutera en premier lieu la pyramide quadri«- 
laterale* Si la propriefe mentionnee ci-dessos (II.) est generale, cette pyra- 
mtde sera la moifie d'une pyramide hexagonale qoi aura la propriete indiquee. 

IV. 1^ La base d*une pyramide etaat donnee quant a sa forme et 
k sa grandeor (mais n'etant pas circonscriptible a nn cercle) et la surface 
totale etant donnee, quelles sont les condiHons sous lesqaelles le voIume est 
nn maximum? 

2^ La m^me qaestion lorsque la base n'est donnöe qoe quant a sa 
forme (31), et que la surface totale est donnee. 

3^ La mime question lorsque la base est donnöo quant a sa forme, 
et que la surface latörale est donnee. 

On satisfait au premier cas (1^) par une pyramide teile que toute 
droite D iirie par le sommet parallelement a la base, forme par sa direc« 
tion des angles a, 0, 7, ..«• avec les cöt€a a, b, c, ••.. de la base, qui 
satisfont ä reqoation: 

asinacosai -f~^^iQßco9ß|-|-^siii>7COS7i4"**** ==^ 0, 
<^i) ßi> 7i, •••• designant respectivement les angles que les faces laterales 
correspondantes forment avec la base. 

V. 1^ Etant donnö dans Fespace on polygone reciiligne gauche 
P, qoi doit Hre regarde comme limite de la surface laterale d*un angle 
polyedre: döterminer la posltion du sommet S de cet angle polyedre de 
maniöre que la surface devienne un minimum» 

V. Le möme problöme, lorsqu^au lieu d'un polygone P une coorbe 
quelconque k double courbure est donnee. 

Dans le premier cas (V) on resoudra le probleme en satisfesant 
aox conditlons suivantes. 

Soient a, b, c, ...• les cötes du polygone Pf soient a, ß, 7, •••• 
les angles formds respectivement par ces cdtös et par la direction d'une 
droite D menee par le sommet S; soient enfin «j, ßi, 7i, •••. les angles 
formös par des plans menes par la droite D parallelement aux cötes o, b, 
Cf •••«, et par les faces laterales correspondantes de Tangle polyedre; il 
fiiudra pour resoudre le problöme qoe T^quation 

aBin(ico9ai-\' b Binß co9ßi -^ c Biny cosyi -{-^ .... =s 
ait lieu pour toutes les directions possibles de la droite D. 

CreUe*! Joomal t d. M. Bd. XXIV. Hell 3. 81 
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II s'agit de savoir m la condilioo exprimee par eette ^aation est 
generale; c'est a dire si poar qoe la surfaee laterale solt on minimoiii il 
(ant qae eette equation ait lieu. 

On sait que la reehercbe de la plos petite snrfaee entre des limitea 
doun^a presente des difßcuUes que les g^ometres n*ont pas eneore reussi 
de sarmonter« C'est la la raison qoi m'a engage a poser le probleme pre- 
cedent; car j'esperais parvenir de eette maniere a de nonveaux etements 
de la snrface mentionnee; car en prenant p.e. qoatre points tres-rappro- 
cbes Fun de Fautre daus la surfaee, et eu les regardant comme sommets 
d'uu quadrilatere gaucbe, le point S dn probleme (V) peut dtre regarde 
comme un cioquieme point de eette surfaee« Cependant la formule enoncee 
parait trop compliquee pour se prdter ä la Solution. 

VI. Etant donnee la base d'une pyramide quant a sa forme et a 
sa grandeur, etant donn^e en outre la bauteur de la pyramide: quelles 
sont les conditions sous lesquelles Fangle polyedre au sommet est un maxi- 
mum? — (Ces conditions sont-elles les mdmes que Celles des n®57y 58 
et 69?) 

Des Corps en g^neral, et de la sph^re en paiüculier. 

Le probleme principal ä discuter ici, savoir: 
,,Lequel de tous les corps de mime surfaee a le plus grand vohime, 
,,ou lequel a la plus peüte surfaee, les volumes e'Umt equiodlents 
„entre eux?"^ 
peut Stre resoln göometriquement, et entre autres des deux manieres soivantes. 

Premiere nidtbode. 

■ 

Thdorkme fondamental* 

65. L Une pyramide trianyulaire quelconque ab cd (/^. 14) est 
divisee en deux parties equivalerUes en volume par le plan i/ui passe par 
une des arHes cü el par le milieu m de Varele opposee a a b ; qfotUons 
encare que la fyure Sintersection c d m est plus petite que la moitid de la 
somme des deux faces acd et bcd qui ne sont pas coupdes. 

IL Une pyramide quadrilaterale abfed (fiy. 14) dont la base esi 
un trapeze abfe, e^f divisee en deux parties equivalentes en volume par 
le plan qui passe par le sommet d et les milieux m et n des eötes paraU 
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liks ab et et de la hose; ajoutons encwe que la fyure ffinierseetion dmu 
est plus petife que la moiüS de la somme des deux faces aed et bfd yiij 
ne sont pas coupees. 

III. Un pristne trianffulaire tronque aegbfh (fy. 14) est dhisS 
en deux parties equivalen/es en volume par un plan mene par Us mitieux 
mj n et o des arites laJUrales ab, t{ et gh; ajoutons encore que la figure 
d^mtersecHon mno est en genial plus peäte que la moitii de la somme 
des deux hases aeg et bfh. — Lorsqu'eu particulier lesr bases sont paraK- 
Idlea, mno est egal a la luoitie de la somme des deux bases. 

Demonstration. Gas I. Que Ton projatte les (riangles aed et hcd 
sur le plaa da (riaugle med; soieut a^ et h^ les projectfoos des sommets 
a et b; les points aj, m et b^ se trooveiit en une iigne droite, et on aura 
mff|=3 mft^; d'oü resulte que le triangle mcdssL^^aiCd-^-b^ed). Mais 
eomme acd^a^cd et bcd^b^cd, il s'eusuit que med>\{acd + bcd)y 
ce qui est con forme a la proposition. 

Cas II. Comme ef est parallele k ab, les triangles aed^ mnd et 
bfd sont entre cux comme les (riangles acd, med et bcdj la verite de 
ce cas resulte donc du cas prec^dent* 

Cas IIL Gommo gh est parallele ä ef et ab, ce cas rdsulte egale« 
ment du cas pr^cedeut. 

66. Lorsqtiil existe dans un corps limite par une surface courbe 
quelconque une direclion dans laquelte toutes les droites ne rencontrent 
la surface qu'eti deux points, les milieux de toutes ces droites fbrment 
une surface y qui divise te corps en deux parties equivalentes en volume 
et qui est eile - mSme plus petite que la moiüe de la surface totale. ^J 



*) On peut tirer de ce theoreme une couseqaence qm se rapporte a la plus petite 
surface eutre des liroites douneeSf savoir: 

Entre des tintUes donnies il ne peut y avoir en gihiral qu^une seulc surface 

qui soit un minimttm. 
Car supposons qa'ü y en alt deux^ o et ßy et que a^/7^ il existera (d'apres 
la constniction qui rtoulte de notre theoreme, pomrvu que Ton choisisse eoovenablement 
la direction des droites) entre a et fi une troisieme surface y teile que 2;^<C^-f'/?> 
et par consequent r<,a\ puis il y aura entre a Bi y une surface 8 teile que 2ä^ 
o-p-7> et par consequent 8<^a; ensuite il y aura entre a et d une surface < plus 
petite que a, et ainsi de suite. Mals ces surfaces 7^, J, e, .... se rapprochent de plus 
en plus de la surtace u: on parviendra donc k des surfaces qui s'en rapprochent in* 
definiment et qui malere cela soot plus petites qu^elle*, il a'ensuit que a n'est pas nir 
minimum* — Si Ton supposait a=i /3, on prouverait par des raisonnemeuts sembla» 
bles quo o ne peut pas Itre un minimum. 

31* 



1 
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Car en rapprocbant ces droites inddfinimeDt les ooes des autres, lea 
partiea du corps cooiprises entre irols de ces droites queiconqaes les plus 
voisines peuveut ötre regardees comine des prismes triangolaires auquei le 
Ib^rdme pröcödent (65, IlL) peot s*appliqoer} ee dont le theoröme präsent 
est une coDseqoence» 

67. Parmi totts les eorpe de enime wrface la sphire a le plus 
grana volwne, et parmi tatts les corps du mitne volttme eile a la plus 
petite surfhce. 

DAnonsfraäaiu Qne Toq se repräsente no corps qui ait la pro- 
p im d'ötre le plo$ grand en volome de tous les corps de mSme surface) 
il xistera övidemment dans toates les directions un plan qoi divise la sor- 
face en deux partie eqnivalentes. 

Seit A un plan pareil» et soient a et ß les moities de la sur» 
face« Si le corps n'etait pas divlso par ce plan en deux parties equh- 
valentes en volume^ si p. e« aA'^ßA, il ne ponrrait pas avoir un vdiune 
maximum; car on ponrrait toujonrs supposer ß sym^triquement egal a a» 
et Ton aurait ßA^=s aA, le corps aurait par cons^quent grandi. II faut 
donc que ßA soit tssaA. Si dans cetfe supposition ß n^etait pas syme- 
triquement egal ä o, on n'aurait qu'a se reprösenter du möme cdte de A qne ß 
one surface ck sym^triquement ägale a a, et Ton aurait aiAssiaA^i^QA, 
et le Corps egXi ss aß. Que Ton n&ne dans les espaces compris entre ß 
et ai des droites paralleles entre elles, limitees par ces surfaces^ leurs mi- 
lieux se trouvent daps une troisidme surfiace 7» qui a la ni6nie base que 
ß et ai, et Ton a ^AzszßA^s^cLiA, ou ^assßa, mais en mönie tents 
2y'<ß+tti9 ou 7<ß (comme ßssoi) (66); la surface 7 qui est plus 
petite que ß lioiiterait donc avec a un espace equivalent en volume a celui 
qui se trouve entre ß et o, ce qui est contraire ä lliypothese ; 11 faut donc 

« 

que ß soit symetriquement egal a a, et le corps soppose a la proprietö 
d'dtre divisö en deux parties symetriquement egales par tont plan qui dlTise 
la surface (et le volume) en deux parties equivalentes* 

Soient A ei B deux plans quelconqdes qui divisent la surface du 
corps en parties äquivalentes, et qui forroent entre eux un angle ^ incom- 
mensurable avec tt; on demontre saus diflficultö qu*il existe une infinite 
d'autres plans C, D, •••• qui passent par la ligne d'intersection a de il 
et B, et qui ont la mSme propriete que ces plans; il faut donc que chaque 
plan iljt perpeadiculaire ä a qui rencontre le corps, le coupe en an cerde (86), 
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Mais comme la droite a peut avoir une diredioo quelcooque, le corps est 
coope par un plan queleonque eu uo cerele; ce dont on conclut qae c'est 
006 spbere. 

Remarques Oo auralt pu suivre one autce marche pour la demon« 
atration de la proposition pr^ädeote. On n*a qu'a coosiderer d'abord le 
Corps lioiite par deox plana AetB de grandeor indeterminöe qui se coupent 
soQS un angle prescrit (pi et par une surface a indäterminee quant a sa 
forme 9 nais de grandeor prescrite. Par un raisonnement taut seit peu 
analogue a celui dont on a fait usage dans la qoatriönie metbode pour des 
figures planes (20) ^ on troure que le corps est un maximum lorsqu'il est 
un secteur cnneiforme de la sphere, c*est 4 dire lorsque^ et B sont deox 
demi-grand-cercles^ et que a est le fiiseau spbörique qu'ila comprennent. 

En ^galant ensuite Tangle (p a t^ on passe ä la demi-spberej et 
ainsi de suUe. 

Seconde metbode« 

Th^orime fondtunenidl. 

68. L Etant donnee une arite ab i^WM pyramde trianguUAre 
ab cd (/^. 14)9 et etant qjoutee la condiüon ^ue celle arile et les deux 
sammets c et d qui ne ee troupent pas dans Var^e a b aient respectivement 
pour Heu les trois droites paralleles P, Q ^^ R , les mres des faces a b d 
ef abc ad/acentes ä FarSte et le volume de la pyrmtdde sont constants, 
quelle que sait la position des trois elemenis c, d e/ ab. JLa somme des 
deux aulres faces acd et bcd devienl un mmmum, lorsque le plan dem 
ou X qui passe par les deux sommels d et c et par le mlieu m de TarSte 
donnee, est perpendiculaire aux droites fixes, ou que la pyramde est 
sjfmetrique par rapport ä ce plan X. 

II. Etant donnes deux cötds paralleles ah et et de la hase d!une 
pyramde quadrilatirale abfed (fig. 14 )y itant ajoutie la 'Condition que 
ces deux droites et le sonimet d de la pyramide soient respectivement skuäs 
dans trois droites paralleles et fixes P, S €/ B, les aires des trois faces 
adb^ abfe et edf adjacentes aux aretes donndes, et le volume de la py- 
raadde sont constants, quelle que soit la position de ces trois Clements 
dans les droites fixes. La somme des deux faces aed et bdf construites 
au^dessus descotes non^donnis {ae et h() de la base est un mlnimum, 
lorsque le plan dmn (X) qui passe par le sommet d et les milieux m et 
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n des cötes donnes est perpendiculmre aux droites fixes, oü que la py^ 
ramide est symetrique par rapport au plan X. 

HL Efant donnees les trtAß arStes laterales ab, ef, gh Sun 
prisme trianffulaire aegbfh {fig.^Srf ironque ohliquement ou parallele^ 
ment, et e'tant ajoutee la condiiion que ces arSles laterales soient respectU 
vement situees dans trois droites paralleles et fixes P, S, T, les mres des 
trois faces laterales et le volume du prisme sont constants, quelle que soU 
la Position de ces trois ar^es dans les droites fixes. — La somme des 
deux bases aeg et bfh sera un minimmn, lorsqtie le plan mnossX qm 
passe par les milieux m^ n et o de ces trois areles est perpendiculiure ä 
ces arites, c'est ä dire lorsque le prisme est symärique par rapport 
ä ce plan. 

IV. La mime propriet^ peut s'etendre ä tous les prismes polyyo^ 
naux, le cylindre y compris, savoir: Les orales P, S^ T, U, •••• d^une 
colonne prismatique quelconque etant fixes, et trois arites laterales queU 
conques d*un prisme litnite lateralement par cetle colonne etant donnees, 
p. e. les arites a b, ef ^/ g b situees respecHvement en P, S et T, les autres 
arites laterales et le volume du prisme sont constants, quelle que soit la 
Position des trois arites enVj S etT. La somme des deux bases aed... 
e^bfh... est un minimum, lorsque le plan X qui passe par les miUeux 
in 9 n , o, • • • • des arites laterales est perpendiculmre ä ces arites, et que 
par consequent le corps est symetrique par rapport ä ce plan. 

Dimonstration. Gas I. Constroisous nue pyramide teile qae le 
tbeoreme Texige, c'est ä dire teile que le plan dem on X soit perpendi- 
colaire aux droites P, Q, R; les perpendiculaires ax ^i bx erigöes dans 
les sonimets a ei b sur les faces acd et bcd so reooontreront dans an 
poiut X du plan X, et on aura axs=z bx=^r. La py ramide en qaestion 
peut dtre exprimee par les quatre pyramides qui ont pour sommet le point x, 
et dont les bases sont les qaatre faces laterales de la pyramide en qoestioni 
de la maniere suivante: 

abcd == xacd'\'Xbcd — xabc — xabi *). 

Regardons la position de Tarnte ab comme fixe, et fesons glisser 
les sommets c et d sur les droites Q et R; designons les dans nne noa- 



«) Si les aiigles egaux acd et bcd etaient obtus^ il faudrait mettre -^xabc 
au lieu de — xabc, etc. 
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Teile positioo quelconqoe par Ci et d^^ et neos aureus pour la pyramide 
abcidi les expressiens analogues: 

abcidi =5 xaCidi + xbCidi — xahc^ — xahd^. 
Mais comme la premiere^ la quatriöme et la cinquidine de ces pyraniides 
•ent respectivement equivalentes en volume aux pyramides correspondautes 
de la premiöre equation, on en dednit: 

xacd^xhcd ss xac^di'\-xbcidi. 
Cea deox conples de pyramides out pour bases les faces {aed et bcd, 
acidi et bcidi) dont nous voulions coniparer la grandeun Les deux pre- 
mieres pyramides out des hauteurs Egales ^ savoir ax^=zbxs=irj les bau- 
leon des deux autres pyramides sont evidemmeut plus petites, car leurs 
baaes aCidi et bcid^ oe sont pas perpendiculaires aux droites fixes xa 
et xb; designons les par r — a et r — ßi alors la derniöre equation pent 
dtre mise sons la forme: 

r.acd + r.bcd = (r — a),aCiif| + (r — ß).beidij 
d*oa vient: 

r(acidi + bcidi — acd-^bed) s=s oL.acidi^ß.bcidu 
par consequent: 

aCidi-^-bcidi > acd'{^bcd: 
r^ultat conforme a la proposition enoucce. 

Les cas 11, III et IV se rattachent (res- simplement au premier cas^ 
eonmie on verra a la seule inspection de la figure ; de mdme qu'au n'' S5. 
69. A l'aide du theoreme fondamental precedent un corps convexe 
qaelconque peut dlre (ransforme en un autre corps eqnivalent en volnme, 
de surface plus petite, et symetrique par rapport ä un certain plan X. La 
transformation s'effectue par un procede analogue ä celui qui a ele expose 
dans la cinquieme metbode pour les fignres planes (23). 

Seit donue un polyedre convexe K. Que Ton fasse passer par ses 
aommets des droites indefinies P, Q^ Bj 8^ .... perpendiculaires a un plan 
quelconque X. Que Ton fasse glisser la partie de chacune de ces droi(es 
qai est comprise dans le corps, sur cette droite, jusqu'a ce qu^elle seit 
symetrique par rapport a X, c'est a dire jusqu'ä ce que son point de mi- 
lieo se trouve en X Que Ton fasse passer des deux cötes de X des 
plana par les points extremes de ces droites symötriques, de maniere qu'entre 
trois points quelconques les plus voisins il y ait un triangle plan, et on 
obtiendra un uouveau polyedre tL^ , lequel (comme on conclut du theoreuie 
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prec^dent (n^ 68) est equivalent cd volnme au poljedre K, et a od arur« 
face plus petile. II est evident qu'en g^neral le oooibre des sommeta et 
des faces de Ki sera plus grand que oelui de K, car ohaqae droite qai 
passe par TiDterieur de K augroentera le nomtre des sommets d*uiie uoit^, 
et le noni1)re des surfaces aa moins de detuc nnites, a la seule exception 
du cas oü la droite en question passe par deox sommets. — - D'apres cette 
coustruction ou pourrait supposer que tjDutes les faces de Ki sont des 
triaugles; observons douc que deux ou un plus grand nombre de cea face« 
peuvent dtre situees dans le mSnie plan, et se reunir par la en un poly- 
gone de quatre, ou roeme d*un plus grand nombre de cötes. 

Par le meme procede le polyedre Ki peut dtre transforme a Faide 
d*un nouveau plan arbitraire Y en un aulre polyedre K2 , äquivalent ed 
volume, de surface plus petite, d'un nombre plus grand de sommets et de 
faces, et symetrique par rapport au plan K. Ce polyedre jK, peut ötre 
transforme en un autre polyedre K^y equivalent en volume, de surface 
plus petite, d'un nombre plus grand de sommets et de faces, et symetrique 
par rapport ä un nouveau plan Z; et ainsi de suite. 

Si en particulier le second plan Y est perpendiculaire au premier 
plan X, le troisieme polygone JK, est symetrique par rapport aux deux 
plans a la fois; il a donc Tintersection z des deux plana pour axe de sy- 
m^trie; c'est k dire, chaque droite ab perpendiculaire ä «, qui rencontre 
la surface du corps dans les points a et h, est dtvisee par Taxe si en deox 
parties egales. Si le troisieme plan Z est perpendiculaire aux deox plana 
X et Y^ ou bien a Taxe %, le quatrieme polyedre K^ est symetrique par 
rapport aux trois plant ä la fois; il a donc les trois lignes d'interaection 
z, y, X de cea (rois plans pour axes de symötrie, et leur point tfinter«^ 
section C pour centre. Si Ton continoe encore la transformation do po- 
lyedre Ky 9 chacon des nouveaux polyedres Ji^ , £5 , . • • • a un oentre. 

Comme par ces transformatious r^itöröes le nombre des aonuneta et 
celui des faces augmentent et que Faire de la surface totale dimiove ton- 
jours, toutes les faces peuvent devenir tres petites, et la aurfaee totale 
s'approche indäfiniment d'une surface courbe* Reciproquement on peot re- 
garder la surface d'un corps quelconque K a surface courbe et convexe, 
comme composee d*eI6ments plans infiniment petits; le corps K peot par 
consequent dtre transforme en un autre corps symetrique Ki , äquivalent en 
volume et de plus petite surface; etc. 
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Quelle qae soit donc la siirfaee d'un corps convexe doDDe K (qu^elle 
80it nne seule surface courbe, qu'elle soit composee de faces plaues oa 
qu'eUe soit conipoaee en partie de faces planes et en partie de faces coar- 
bes) : OD peut le transformer en un autre corps de volume equivalent et de 
suijbce plus f etile 9 taut que ce n'est pas un corps qui a des plaus de 
9ym6tne dans toutes les directions possibles. Mais des que les transforma- 
tions out mene a une pareille formCi» c'est a dire des que le corps obtenu a 
des plaus de sjnietrie dans toutes les directions possibles , toute trans* 
formation ult^rieure cesse, c'est a dire le corps reste constaut par rapport 
4 la forme et la graodeur ^). Mais un pareil corps, qui a des plans de 
•ymetrie dans toutes les directions , a aussi des axes de symetrie dans 
toutes les directions, et un centre C dans lequel tous ces axes et tous 
ces plans se rencontrent; de la il resulte que tous ses diametres soot 
^gaux, c'est a dire que toutes les figures d'intersection avec des plans 
sont des cercles. II n^existe donc qu'un seul corps pareil, c'est la spAere. 

70. Des considerations precedentes (69) on döduit d*abord le theo«- 
reme priucipal suivant: 

Pamd tous les corps equivalents en volume la sphere a la plus 
peiite surface; et pamd tous les corps de meme surface eitle a le plus 
§rand volume. 

La dämonstration de ce theoreme est evidemment conteuue dans ce 

qui pr^ede. 

71. Ensuite od peut encore en deduire des cousequences par rap- 
port aux corps qui sont souniis ä des conditions restrictives, comme p. e. 
par rapport a ceux qui doivent Hre situes entre des limites donnees; etc. 
Nous citons comme exemples les corps prismatiques et les corps pyrami- 

*) ChoisissoDB pour exemple Tellipsoide JT. On peut donner k ce corps par deux 
trlmafonnations consecutives la forme en qaestion, c'est ä dire la forme spherique. 
Soient a, bj c ses demi-axes. Que Ton se represente la sphere 5, concentrique avec 

Jf^ 6l ayant pour rayon rasy(a6c): les surfaces des deux corps se rencontreront en 
uoe eourbe L, et toutes les droiles CP menees du centre C ä un point quelcoaque P 
de la eourbe L seront s=; r. Que l'ou fassa passer par le point C le plan auxiliaire JC 
perpendieulaire au rayon CPj et que Ton transforme K par rapport a A; on obtiendra 
on nouveau corps JiT^ , qui sera egalement un eilipsoide, et qui aura la droite PC = r 




oe procide. 
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daox de baoteor prescrite et de vohinie donne oa de sarface doon^. Poor 
ces exemples ii faut ajouter par rapport aox traiisformationa iodiqa^ (€9) 
les reslriciions, qae les plana aaxiliaires X, Y, Z, .... aoient perpendico- 
laires a la base. Od parvient alors de noaveaa aax tbeordmea deja ^tablia 
du n^" 29, III et da n'' 44. 

Ces coDsideratioDs aervent encore a constater ce qoi a 6te dit plus 
baut (54 9 Remarque) par rapport a Feapece des corpa dont la pyramide 
double fait partie. Car od n'a qu*a tirer dana ud corpa pareil K la dia- 
gonale principale, c'est a dire la droite entre les sommeis des deox anglea 
polyedres de n cötes, et a prendre nn plan auxiliaire X perpendiculaure ä 
ce plan, le nouveau corpa K^ sera une pyramide double symetrique de la 
möme espece» 

79. U se presente ici, comme an n^ 96 la question sui vante : 

Quelle est la forme gu*un carpe peut avoir fui a V deux plane 
de eymeirie dcnnü, ou V qm en a trcis? 

Lorsque le. corps a deux plana de aymetrie Jt et F qui fonieot 
entre enx Tangle a, et que premieremeni a et r sont commeoaorableai ei 
p. e. a:T = l:m, le corpa a en tout m plana de symötrie qoi ae reocoiH 
trent toos en une drorte z. Les figures d'intersection de cea m plana 
avec la surface, et les parties dana lesquellea cette aurfaee est diviaie 
sont egales entre elles et se correspondent comme les m axea des flgoras 
jdaues et les segments de ces figures (96). La surface se compose de 2 m 
parties ou egales ou symetriquement ögales; du reste ces parties aont in* 
döterminöes« — Lorsque secondement a et t sont incoaaiensarablesy le 
nombre des plans de symetrie qui passent par la droite ar eat infiniaeBt 
grand; leurs figures d'intersection avec la surface sont egales entre elies^ 
et chacune est diyisee par la droite ar en deux parties symätriques; la aur- 
faee est donc övidemment engendree par la rotation d'nne courbe aotour 
de Faxe z. 

n. Lorsque le corps a trois plans de symötrie X, T, Z, qei bö 
rencontrent en trois droites z, y, an, et qui forment entre enx lea aii|^ 
Af ßi Y» et que deux de ces auglea, p.e. a ist ß aont Incomaieoanables 
avec ar» le corpa eat engendrö par rapport aux deux axea ar et y* par ro* 
tation; il eat donc une sph&re on un systteie de apb^iea conceatriqMa» 
Lorsque parmi cea troia angles il n'y a qu'un aeul qui aoit incommeoaunble 
avec T, ou loraqu'il n'y a aucun qui ait cette proprietö, il existera en g6- 
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jsAnX parmi les trois sytiemes de plans de sym^trie {z)^ (y)j (x)y qai paan- 
MOt d*apre8 le eas pr^edeot (L) par les droites z, y, x, deox conplea de 
plana (lea deax plaas du möme coople apparteoant a denz ayst^mes dif- 
förenta) qui eomprenoent entre eux des angles incommensarables avec tc% 
le corpa eat donc encore oiie sphere. II n'y a qn'oD (rös-petit nombre 
de caa qoi foot exeeptioiu ^) On pent donc enoncer la proposiUon anivante : 
LarsqtCun Corps a trois plans de symeirie gut se coupent en Irms 
droUes, il est en general uns sphere, ou bien un eysteme de spheres eon^ 
eentrtgues^ 

CofM^quences du fMarime fondamental n^ 70. 

78. Par dea raisonnementa analogaes en partie a cellea dont on a 
fait oaage par rapport an tbeoreme fondamental (n^ 17) du premier memoire 
on pent d^nire dn thöoröme present nne snite de consöqnencea anr lea 
corpa en general; cependant ces conaequencea ne aont ni anasi g^neralea 
ni ansai iniportantea qne cellea anr lea figurea planen et aph^riqnea. Nona 
ne ferona donc qn'en aignaler qnelqnea nnes en pen de mota. 

L Pamd tous les corps ao, ßmit^s par uns hose plane a de gran^ 
deiar arütridr^, et par une smrface a arbiiraire quant ä la forme, mais 
donnSe quant ä la grandeur, la demi^sphere est un maximum. — Gitona 
comaie caa particnlier la propoailion anivante; Parmi tona lea aegmenta de 
iphöre de anrface Univalente a, la demi-aphere et nn maxirnnm. 

II. Parmi tous les corps dont la surface se eompose dun cerele 
dosmi a et d*une surface arbitraire quant ä sa forme mais de grandeur 
dmmie, le segment sphüique est un maximum.' 

III« Parmi tous les corps BmitA par deux surfhces drculaires 
donnies a el b, et par une surface de grandeur donnee, la partie de 
spkire entre les deux surfaces drculaires ^ est un maximum. — IJn 



*) Ce 0ODi let caa taivaata: 

!•. a = ß s=z in ei r —— — , 
t^* ass^ff et /? SS / = |ir; 

**• a s=s Inj ß SS In et y s= ^n; 

4^ o s= |iYy ß SS in et y SS in. 

La diseuaeion ultfiriemre de ces eas conduit k des resultats int^ressantSi qne 
aeus neos rtservons pour noe autre occasion. 

a#) Les d&iomiiiations de oertaines parties de la sphere dont on fait usaae iei^ 
aent parfUtemeDt analogoes k Celles qui ont et6 ^tabues au a^ 18 du premier Memoire 
par lapport aox parties du eercle. 

8«» 
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thöoröme aoalogue a liea pour on noabre qnelconqae de mirfacei cireiH 
lairM n^ b, Cp • • • • etc« 

IV. Parm laus les eorps Umitis par äeux plana qm fbrmeni 
enlre eux un angle diedre ionnS S , et par une eurface de grandeur 
dannde a, celtn^lä est un maximum pour lequel a est une partie de la 
surface d*une sphere gut a son centre au sommet S de Fangle diedre* — 
Un th^orSme analogne a lieu^ loraqa^on remplace Taogle diödre par nn 
cöne quelconque 8. 

V« De deux secteurs sphSriques aeutangUs aa et bß de surface 
amrbe äquivalente (a s= ß)^ celui qui a la plus petite hose (qui est par 
consequent pris dans la plus petite sphSre) est plus grand que Fautre. 
Lorsqu'au contrmre les secteurs sant obtusaogles, celui dont la base est 
la plus grande C^ui est par consequent pris dans la plus gründe spAere) 
est plus grand que fautre. 

VI. Parmi ious les carps de surface iqmvalente^ limites latera^ 
lement par un cöne droit donne S^ et qgant pour base une surface quel^ 
conque a contenue taut äfmt au^dedans du cöne, celui--lä est un maxi-- 
mum qui est une partie convexe de sphere entre le cöne circonscrit (c'est 
ä dire, le carps est un maximum, lorsque la base a est un segmeni dune 
sphere inscrite au cöne). — La partie cancave de sphere entre le c&ne 
circonscrit est un minimum, larsque^ au Heu de la surface, la differenee 
S — a entre la surface canique laterale S et la base a est donnee. — 
Etant donnees les conditions V que le carps soit Ihmtd par les surfacea 
laterales de deux cönes droits S et Si et par une autre surface wrbi^ 
trmre a, 2"" que le carps soit compris entre ces surfaces comques, et 
S"* que sa surface soit de grandeur dannee: le carps est tut maximum^ 
lorsqu'il est une partie convexe de sphSre entre les cönes eirconscrits S 
et Si etc. 

YIL Les bases h et h de deux carps Hant des cercles donnSs, ei 
la samme des autres parties de leurs surfaces % et ß etant egalement 
donnee: la samme des volumes des deux carps est un maximum lorsqua 
ces Corps sant des segments de spheres egales, pourvu que le segmeni oti-* 
dessus de la plus petite base soit acutangle. — - Les bases a, b, c» ..•• 
des carps aa, bß, cy, .... etant des cercles donnis, et la somai/e des 
autres parties de leurs surfaces a + ß+7 + *-** ^^^^^ ^alement donnee, 
la samme des valumes ne peut itre un maximum, qu^autant que ces corp^ 
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mnU dee eegments de sphires egales. Par rapport au maximum prindpal 
il faul encare ajouter la condition, que seulement le segment au^-dessus 
de la plus grande hase sott obtusangle. — 

Ou bien: Les bases a, b, e^ •••• d'un namire quelconque de seg^ 
ments spheriques etant donn/es, et la somme de leurs surfaces courbes Oj 
ßy y, •••• Stant egälement donnee: la somme de leurs volumes est en ge^ 
nirai un maximum ou un minimum chaque /bis que les segments ont des 
ragfons egaxuc etc. 

Bemarque generale^ 

74. Par rapport aax corps en gi^oeral il 7 a encore beancoup de 
qoestiona ä discuter, qai presenteot plua ou inoios de difficultes. Nom 
o'en eitons ici que les exemplea suivaots: 

L Etant donne dans la proposition du n^ 73, YL au Heu du cöne 
droit, un cöne quelconque (ou Sabord un c&ne du second degre), ou un 
angle polgedre quelconque: quelles sotU les proprietü de la surface a 
pour le Corps maximum? 

IL Sous quelles conditions un corps, compris entre deux plans 
paralleles de disiance donnee, et agant une surface de grandeur donnee, 
est U un maximum? 

D'aprea n"" 69 et n^ 71 il faut qae le corps soit engendre par rota* 
(ion auloar d'an axe z perpoDdicalaire aa plan donne; sa surface contien« 
dra donc en general deux cercles silnes dans ces plans; pnis il faut, qoe 
le corps soit symetriqne par rapport a un plan Z, parallele aux deux plans 
donnes, et sitne a egale distanee de Fun et de Tautre; les deux cercles 
serpnt donc egaux; enfin il faut que les deux plans donnes touchent le 
reste de la surface dans les drconferences de ces deux cercles. — 

Lorsque la surface donnee est plus pedte que la surface de la 
aphöre qui touche les deux plans, et que Ton doit reniplir la condition que 
la sorface du corps rencontre les deux plans (c'est a dire qu'un point ou 
qo'ane partie de cbacun des ces plans fasse partie de la surface du corps) 
le Corps se compose d'uue sphere et d'uu cylindre (ou de deux cylindres) 
d'epaisseur infiuiment pelite situö entre la sphöre et un des plans. 

IlL La surface dun corps se compose de deux parties a et ß 
qm se rencontrent en un polygone gauche, fixe et rectißgne P; la sur^^ 
flice ß est polgedrique Qm courbe) et fixes ^ surface o, qui est de gran^ 
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dewr ionnie est la eurface UtUräU iftm angle poljfüre S: tramcer Im 
eonütiom saus leequelles ce eorpe est un maramcm. 

Oa bien : Lorsqu^au Bern de la frandeur 4e ti^ le vohtme du eorfs 
est donnS, Irouver la pasUian du samm^ S peiur htptelle a e$t un mm^ 
mmn. (Ces cooditions se redaiwDi-elles a l'dqaation du n''64, Y. 2^?) 

Enfio: Quelles sant les candMons lorsque le pofyßone P se trans'^ 
fbrme en une courbe ä double courbure, et pte Fangle S se tran^i»rme 
en un cöne? 

W. ha swrface dun carps se campase de deux parHes a et ßi 
Fune, ß, est fixe, et Fautre, a, est däemunSe ptant ä sa grandeur: trau^ 
ver les con^tions que a doit rempGr pour que le eorps seit un maxknum. 
Traiter les cas particuliers oü est aue figore plane et Dotamment V une 
ellipse, V un quarre; etc. 

Quelques uns des tbeoremes et des problömes de ce memoire out 
dejä m publik autrefois par Tauteur daos le Journal pour les natbenia- 
tiques de Mr. Crelle. 
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17. 

Constraction des regul&ren Siebenzehnecks. 

(Vom Herrn Professor i;. Staudt in Erlangen.) 



jNachdem man im Kreise zwei zu einander flrenkrechte Durchmesser AB^ 
CD gezogen nnd durch die Pnncte P, A, C die Tangenten PS, AS, Cc 
gelegt hat 9 trage man auf der letzten die Stucke Ccss2AB, CkssSAB 
ab, so dafs Cc, Ck zu AB einstimmig parallel sind, und ziehe die Geraden 
Sc, Sk, von welchen die erstere den Durchmesser CD in d nnd die letz* 
tere den Umfang des Kreises in E und Ei schneide. Wenn man nun die 
Puncto e, «1 sneht^ in welchen die Gerade SD von den Verlängerungen 
der Sehnen CE, CE^ geschnitten wh*d, und alsdann die Groraden cFdFt^ 
€i Fj dFs zieht, so sind dadurch auf dem Umfange des Kreises vier Puncto 
F, Fij F^y F^ bestimmt Es werde ferner die durch C gehende Tangente 
von den Geraden DF, DF^^ DF^j DF^ in den Puncten f, /;, /;, ^3 und 
die Gerade CD von den Geraden Sf, Sf^ S^^^ Sf^ in den Puncten ff, y^, 
yt9 9i geschnitten, so werden die vier Geraden fy^y f^gi^ f%g^y f%g den 
Umfang des Kreises in acht Puncten schneiden, welche sämmtlich auf dem 
Bogen ADB liegen. Wenn man endlich die eben erwähnten acht Puncte 
mit dem Poncte C durch Sehnen verbindet, welche den Durchmesser AB 
in den acht Puncten A|, A^, h^, •••. schneiden, und durch diese Puncte 
die zu AB senkrechten Sehnen ^1^169 -^2^159 -^5^14^ •••• zieht, 90 ist 
AAxAjtA^ .... AuAisAis ein reguläres Siebenzehneck. 

Anmerkung. Wenn man die Puncte i^ JV^, in welchen der Um- 
fimg des Kreises von der Geraden Sc geschnitten wird, mit dem Puncte C 
durch die Sehnen CN^, CN2 verbindet, welche den Durchmesser AB in 
den Puncten ii|, n« schneiden, nnd alsdann durch diese Puncte die zu CD 
parallelen Sehneu P1P4, P2P3 zieht, so ist APlP2P^P^, ein reguläres Ffinfeck. 
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18. 

lieber die Inhalte der Polygone und Polyeder. 

(Vom Herrn Professor t;. Sfaudt in Erlangen.) 



t. Wenn der Winkel, welchen die Riebtangen zweier geraden 
Linien AB, CD mit einander bilden, dareh {AB, CD) bezeichnet wird, so 
ist 2AB.CD.coaiAB,CD)c=i{ADy + {BCy'-(ACy^(BD)\ 

Fallt man nämlich aus den Pnncten C, D auf die Gerade AB die Lothe 
CE, DF, 80 ist (ADy-^iBOy = (AFf-^iBPf = (AF—BFXAF+BF) 
= AB.{AF+BF). Zieht man hievon {ACf—(ßCf = AB{AEJ^BE) 
ab, ao erhält man die Gleichung: {ADy^iBCf-^iACy-^iBDf = 
2AB.EF = 2AB.CD.casiAB, CD). 

2. Wenn MAB, NU1Ü2 zwei in einerlei Ebene liegende Dreiecke 
aind, unA MA.NUrCOs{MA,NUr) = arj MB.Nür co9 {MB, NUr) ^ K 
gesetzt wird, so ist ^üäAB.NÜJJ^^s^aib^ — a^b^. 

Man constmire das Parallelogramm MVJBV^j so daCs dieBichtang 
der Seite MV^ zu 2VI7x und die Richtung der Seite MV^ zu JVC/; senk- 
recht sei. Wenn man nun die Gleichung: mn{MA, MV^).biü(SÜi^NIJi) 
= cos (MA, NU,) . cos {MV, , NU,) mit MA . MV, . NU, . NU^ = 
MA.NUi.MV,.NU2 multiplicirt, und bemerkt, da(s für if F^cosCüf F,, NU^) 
auch MB cos {MB, NU^) gesetzt werden kann, so erhalt man die Glei- 
chung 4ilf^F,.iVI7,I7, = a,b2. Addirt man hiezu ^MAV^.NU,U^ s 
— 02 i^i , so folgt der Satz. 

Anmerkung. Wird das Dreieck iVIJal/ii als positiv betrachtet, so 
ist das Dreieck ABC als positiv oder negativ zu betrachten, je nachdem 
es im Sinne des erstem, oder im entgegengesetzten Sinne constniiit ist. 
Analoges gilt von Winkeln. 

3. Wenn MAB, NU, U^ zwei beliebige Dreiecke sind, deren Ebe- 
nen einen Winkel von der Gröfse (f> mit einander bilden, so ist 

iMAB .NU ,,U2. cos (f) = a,b2 — «2*0 
wo Uij a^, b,y 62 das Vorige bedeuten. 

Fället man nämlich aus den Pnncten M, A, B auf die Ebene NüiU^^^ 
dieLotbeilfiSf^ AA', BB', so \siMAB.cos(p^M'AB', MAcm{MA,NU,^ 
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= M'A' cos {M'A, NU, ) , MB cos (MB, NU, ) = M'B' cos (MB', NU, ) 
o. s. w. i wonach der Satz leicht auf den vorhergehenden sich zurOckfüh- 
reo IiUst Das Product MAB.NUJJ^ ist als positiv oder als negativ zu 
betrachten 9 je nachdem die beiden Dreiecke , im Fall die eine Ebene den 
Winkel (P beschreibt , in einem und demselben oder im en(gegengesetz(eu 
Sinne construirt erscheinen ; daher es auch einerlei ist, ob man bei obigem 
Satze unter (P den spitzen oder den stumpfen Winkel versteht, welchen 
die beiden Ebenen mit einander bilden. Sind die Ebenen der Dreiecke zu 
einander senkrecht, so ist cos^ = 0; alsdann ist aber auch üib^—aib, ss 0, 
indem a^ : i^ = M'A' : M'B' = 02:62 ist« 

4. Wenn A&B, UiNÜ2 zwei beliebige ebene Winkel sind, de« 
ren Ebenen einen Winkel von der Gröfse (P mit einander bilden, und 
cos (MA, Nur) =^ Ur y COS (MB, NUr) = ßr gcsctzt wird, so ist 

sm AMB . sin UiNUz» cosP = aip2 — Onßf 
Folgt aus dem vorigen Satze, wenn man beide Seiten der daselbst 
aufgestellten Gleichung durch MA.3iB.Nui.NU2 dividirt. 

5. Wenn P, Q die Inhalte von zwei geradUnigen ebenen Figuren 
sind, deren Ebenen einen Winkel von der Grölse (p mit einander bilden, 
so ist 16P. 0.cos^ eine ganze algebraische Function von den Quadraten 
der geraden Linien, welche die Eckpuncte der einen Figur mit den Eck- 
puncten der andern verbinden. Es besteht diese Function, wenn die eine 
Figur m und die andere n Seiten hat, aus mn positiven und eben so vie- 
len negativen Gliedern. Man erhält die positiven Glieder, wenn man das 
Quadrat einer jeden geraden Linie , welche einen Eckpuuct der einen Fi- 
gur mit einem Eckpuncte der andern verbindet, mit dem Quadrate der ge- 
raden Linie multiplicirt, welche die zunächst folgenden Eckpuncte verbin- 
det. Man erhält die negativen Glieder, wenn man das Quadrat einer je- 
den geraden Linie, welche einen Eckpunct der einen Figur mit einem 
Eckpuncte der andern verbindet, mit dem Quadrate der geraden Linie mul- 
tiplicirt, welche den zunächst folgenden Eckpuuct der ersten Figur mit 
dem zunächst vorhergehenden Eckpuncte der letzten verbindet. Ist daher 
AB eine Seite der einen und UiU2 eine Seite der andern Figur, so kantf 
man sagen, dafs aus der Verbindung dieser beiden Seiten die beiden Glieder 
+ (AU,y.(BU2T—(AU2)\(BU,f entstehen. 
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Man liabe fürs Erste zwei Dreiecke MAB, NüiUiy so ist (uach 

3. uid 1.) 

leP.Q.cosP = 204.2*2— 2a,.2*i =5 

liMU^f^ (ANf- iAV,f-{M]Mn l(Mü,y+ {BNy^iBU,f^(MNy2 
^l(MU,y+(ANy^(AÜ,y-^(MNnmü,r+{BNf^^ 
Die Eutwickluug dieses Ausdrucks fuhrt auf dieselben 18 Glieder^ welche man 
erhälty wenn man auf die oben angegebene Weise jede von den drei Seiten 
MA, AB, BM des einen Dreiecks mit jeder von den drei Seiten Nüu l/i&a, 
[^2^ des andern Dreiecks verbindet. Ist die eine Figor ein Dreieck MAB, die 
andere aber ein n Eck UilJ2V^.. .. U^j so ist, wenn man in der 
Ebene der letztern einen beliebigen Pnnct AT annimmt, 16P.(^.cos(P = 
i^P.NUJJ2.coB(p + 16P.JVraÜ3.cos^+ \^P.NUJJ^.con(()'\' etc. Da 
nun die Seite Ur^iN des Dreiecks NürUr^i und die Seite NUr^i des 
Dreiecks iVI/^iCT^, einander entgegengesetzt sind, und also die Glieder, 
welche aus den Verbindungen solcher Seiten mit den Seiten des Dreiecks 
MAB entstehen, sich gegen einander aufheben, so folgt, dafs man den 
Werth von 16 P.Q cos(p erhält, wenn man jede Seite des Dreiecks üfilB 
mit einer jeden von den Seiten üiU^j ü^üi^ 17, G« u. s. w. des nEcks 
verbindet. Auf dieselbe Weise wird der Fall, wenn jede von den beiden 
Figuren mehr als drei Seiten hat, auf den so eben bewiesenen zurückgeführt. 

6. Wenn Pden Inhalt einer geradlinigen ebenen Figur UJJJJ^.^* 
... 17, bezeichnet, welche von n Seiten eingeschlossen ist, seist 16P^ eine 
algebraische ganze Function von den Quadraten der geraden Linien, von 
welchen jede zwei Eckpuncte der Figur mit einander verbindet Es be- 
steht nämlich (nach 6) 16 P^ aus n Gliedern von der Form — (I7rI7^t)^ 
wo UrUr^i eine Seite der Figur bezeichnet; dann aus n Gliedern der 
Form ^-2(l7,l7^^)^(l7^^l7,^.,)^ wo 1/^17^1 und I7^t 17^.1 *wei aufein- 
ander folgende Seiten bezeichnen, und endlich noch aus n(n — 3) Gliedern, 
welche aus den Verbindungen von je zwei nicht auf einander folgenden 
Seiten 17^17^1, Ü^U^i entstehen, und von welchen die positiven von 
der Form + 2(I7^l7j*.(l7^i J7^+i)^ die negativen aber von der Form 
'-{2UrÜ^,f.(Ur^,U^f sind. Im Fall also die Fignr ein Viereck Ist, 
und seine Seiten der Ordnung nach durch a, h, c, d, seine Diagonalen 
aber durch e, /* bezeichnet werden, so ist 

16r^ = — fl*— J^—c*— rf*4.2Ä'*^+2&V+2c'iP + 2irfl^— 2a*i^— . 
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Dasselbe folgt auch aus 1., weon mao bemerkf, dafs IGfs 4a'/^sio^^ =5 
(2ef+2efcoByi^)(2ef—2efco9\l^) ist, wo ^// den Winkel beseichoet, nutet 
welcbem die Diagonalen sieb sebneiden. 

7. Wenn MABC, ISÜJJJJ^ zwei beliebige Tetraeder sind, und 
JdA.m}rCOB{MA,NVr) — ary . MB . NUrCOB{MB,NUr) ^ K, 

MC. Nur 008 (MC, Nur) = Cr 

gesetzt wird, so ist 

Mau betraebte MC als die Diagonale eines Parallelepipedons, von 
welcbem eine Kante MVy zur Ebene NÜ1U2J eine andere MVi zur Ebene 
NÜ2US und die dritte MV2 zur Ebene Nü^Ui senkrecbt ist. Bezeicb- 
net jnan nun durcb ^ den Winkel, welcben die Grundfläcben MAB, 
MU1U2 der beiden Tetraeder MABV^^ NUiUiU^ mit einander bilden, so ist 
c, cos^ das Prodnet aus ibren Höben und also ^^ MABV^ . NUiü^ü^ ^=^ 
(«1*2— Äa6i)cj. Eben so ist Z^MABVi.NüJJ2U^ — {aihy—aib:)c^ und 
Z^MABV^.'SÜJJ^U^^ (Shb^'—a^h;)C2i woraus der Salz folgt 

Anmerkung. Man kann, um den obigen Satz zu beweisen, auch 
die Bedeutung der einzelnen Glieder +«1*2^39 — ^&i^3» ^hiCi u. s. w. 
nachweisen. Betrachtet man nämlich auch MB als die Diagonale eines 
Parallelepipedons, von welchem eine Kante ML^ zur Ebene NUi Ü^ , eine 
andere iüflri zur Ebene NUiUz und die dritte ML2 zur Ebene NUJJ^ 
senkrecht ist, so ist 
a,b2C^^^^MAL2V^.NÜ,V2Ü^, —a2b,c,=z36MAL,V,.NU,U2Ü^u.8.yif. 

8. Versteht man unter dem Siuns eines Dreikants (einer dreiseitigen 
Raumecke) AMBC das Product aus dem Sinus des von zwei Kanten MA, 
MB eingeschlossenen Winkels in den Sinus desjenigen Winkels, welchen 
die dritte Kante MC mit der Ebene des ersteren bildet, so ist der Inhalt 
des Tetraeders MABC » ^MA . MB . MC. sin {AMBC). Wenn daher 
AMBC, Uif^UiU^ zwei beliebige Dreikauten sind, und cos (MA, NUr) si a^« 
cos(il!fJ9^ NUr) = ßr, cos(ilfC, NU^) = 7, gesetzt wird, so ist 

sin {AMBC) . 8iu iU,NU2 ü,) 
= (aiß2 — a^ßOYa+COißj— a3ßa)7i + (a,ß,— Ä,ß,)7,. 

Durch den so eben eiogeföhrten Begriff können die Bedingungen, 
unter welchen vier auf einen und denselben Puuct, aber nicht in einerlei 
Ebene wirkende Kräfte sich im Gleichgewictile halten, setir einfach aus- 
gedrückt werden. Dividirt man nämlich jede von den vier geraden Linien, 
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» 
welche die Eckpunete eines Tetraeders mit seiuem Schwerpuncte verbin- 
den, dnrch den Sinus der Raum -Ecke, welche die drei Abrigen mit ein- 
ander bilden, so erhalt man vier gleiche Quolieuteu« 

9. Das Product PQ aus den Inhalten von zwei ebeuflächigeo 
Körpern ist eine ganz algebraische Function von den Quadraten der gera- 
den Linien, welche die Eckpunete des einen Körpers mit den Eckpuncten 
des andern verbinden. Ist nämlich der eine Körper von m und der andere 
von n Dreiecken eingeschlossen, so ist das Product 288 P. Q einem Poly- 
nomium gleich, welches aus 3mn positiven und eben so vielen negativen 
Gliedern besteht Ist ABC eine Seite des einen und U^ ü^ ü^ .eine Seite 
des andern Körpers, so da£s von diesen beiden Dreiecken, im Fall man 
die Oberflächen der Körper von aufsen betrachtet, entweder jedes auf der 
linken oder jedes auf der rechten Seite seines Umfangs liegt, so entstehen 
aus der Verbindung derselben die sechs Glieder 

-{AU,)\{BU,)\{CU,y-{AÜ,)\(BU,)\{Cüd''-{^^^ 
Indem mau auf diese Weise jede Seite des einen Körpers mit jeder Seite 
des andern verbindet, erhält man die erwähnten Gmn Glieder, deren alge- 
braische Summe den Werth von 2SSPQ giebt. 

Es folgt dieser Satz, wenn beide Körper Tetraeder sind, ans (7.) 
und (!.)• Auf diesen Fall kann alsdann jeder andere Fall leicht zuruck- 
gefdhrt werden. 

10. Wenn man drei Kanten eines Tetraöders, welche von einem 
und demselben Puncto ausgehen^ durch a^ b, e, die ihnen gegenfiberliegen- 
den Kanten durch a'j h'y e' und seinen Inhalt dnrch P bezeichnet, so ist 

144PP = ii'a^cy + ft'^ + cHc'^— a^— a'^) 

+ c'c'^(a^+a^ + ft*— 6'^— c*— O 
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19. 

Demonstration d^un theordme sur quelques integrales 

definies. 

(Par Mr. C. Ramus de Copenhague.) 



Ju'objet de cet article est de reproduire avec de plus amples developpe- 
ments la demoDstration d'on theoreme de Mr. Jürgen$en, ioseree dans le 
Tome XXIII. pag« 143 de ce Journal, mais qui a para ioexacte a quelques 
gtemetres. 

Daus riutegrale counue 

1. HrpT^ = -r-^^ (0<m<l) 





i—a 



je subatitue >*= , oü / designe la nouvelle variable et a et ;r des quan- 

tites constanteS) ce qui doune 

.,.- (— iy+»8iom« /*" it 1 

poar a~ ar positif : y^^-^^^^-^ = j^^-^ , 

DU bieo 



g (— IV+'^ftinm^ /"i« di 



n 



f±* dt _ 1 



la liniite superieure etant -f*^ ^^ — ^9 suivant que a — x est positif ou 
negatif. Or ou la formule suivaute 

f(x) = 2i£^ 

jt y («/) 

(aj — Oi)(ai— a,)....(ai— ai-.i)(ai — oi+i)....(ai— ««) ' 

(P(x} etant une fonctiou ratiounelle et entiere de x, et U4/{z) desigoaut 
le coöfficient de — dans le developpement de 4^{z) suivant des puissances 
entieres et descendantes de z. Dans les deux expressions (4) de f(x) je 
snbstitne ti a an ^ a 03, •••• tn a a«, je multiplie par 
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et je prends les integrales depuis 

jusqu'a 

la limite superieare de ti etant 4* 00 on — 00 , suivant qae ai— ^ est po* 
sitif ou negatif, celle de tz etant +» ^^ —00, suivant que 02*—^ est 
posilif oa n^gatif, et ainsi de suite. Dans la premiere expression (4) toutes 
les integrations indiquees s'effectuent facilement an moyen de la formnle (3), 
et le resultat, que nous appelons J^C^), sera 

5. b\x) = ; — ,, , y^^> . ^ , 

les nombres nii, füj, ••.. m^ etant snpposes tons compris entre et 1. 
Le premier terpie 11 ^j^^ du second membre de (4), etant traite de la 

m^me maniere, devient FI — ^—. Car la fonetion 1-^^ etant soumise k la 

mdine Operation , devient ^, comme il vient d'dtre demontre; mais au 

lieu d'operer imtuediatement sur cette fonetion mdme, on peut la dövelopper 
suivant des puissances entieres et descendantes de z, et puis operer sur 

cbaque coefBeient eo particolier, notamment sur celoi de — 9 ce qui produit 
necessairement le coefBeient de — du developpeoient de ■ . Conside- 
rons enfin le terme geueral — ^-— ou 

y (gi) 4 

(«i — «i)(ö»— «i) •••• (o» — ai-i)lai — a,-+i) .... (ai — an) x-^oi 

Eo faisant les substitntions et la multiplication indiquees plus haut, il vient 

formule a soumettre aux integrations successives relatives ä fi , ^2 9 ••••'< 9 ••••/„ 9 
entre les Umites indiquees ei-dessus. L'ordre de ces integrations etant in« 
different, il convient de supprimer dabord celle relative a £2, eo execotaut 
loutes les autres au moyen de la formule (3), puis a indiquer la seule restante 
par le signe d'iutegration. Par lä on trouve: 

(_!/-»■'"> ri nm/gt/'^' tf(U)d ii 1_ 
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oa Ton voit, qua le seol factear (/;-—»;)"'< da dönominatear est restö 
intact dans toutea les integrations pr^^entes, tandls qne tous les autres 
facteors 

(^— ttxrs (/g— o^rs ...• (/£— «i-tr^-s Ci— a^+ir^*, •... (/i— a,r» 

ont it6 iatrodoits saccesaivement par cea mSmes iotegratioos relatives ä ti , 
<2 9 •••• ti^ij ti+ij •••• ^n« Aa moyen de la formule (5) rexpression (6) 
peat dtre preseotee soos cette antre fome plus simple: 

7. (-ir'^nm in f^^ F{i) ^^ 

•i 

CSbaqae (erme de la serie — ^ — ^ ^ — •..•4 — do secoad membre 

de (4) ötant traite de cette manicrei et les quantites ai, Oj» •••• ^n ^taut 
rangees miivant Fordre de lenr grandeur^ en commen^ant par la plus petite 
(les qoaDtites negatives etant regard^ comme moindres qoe les positives), 
on trosve 

(X < «0 F(*) = n j^ + 4 C(-i)"" """». V^rS ^** 



Cette derniere formole et celle, dont Mr. Jürgenaen a d^duit les theoremes 
de Mr. Richelot^ coiocideot^ comme oo peut le voir dans le memoire latitule 
>,Note relative a un memoire de Mr. Riehelot sar quelques integrales de- 
finies'' (Tome XXIII pag. 142}. 

6 aoüt 1842. 
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20. 

Demonstration d^un theoreme sur les ^quations 
differentielles lineaires ä deux variables« 

(Par Mr. C. Ramus de Copenbague.) 



JLfaiis la ,,No(e sur une propriete des equations differentielles lineaires a 
deux variables" inseree dans le Tome XXIII de ce Journal^ j'ai enono6 le 
tbeoreme, que reqnation auxiliaire (5) etant transformee de la m^me ma- 
niöre, dont on Fa derivee de r^qoation (1)^ eile donne une nonvelle trans- 
formee, qni se ramene ä (4). Yoici la demonstration generale de ce theo- 
reme. L'eqnation (5) peut 6tre ecrite comme snit: 

les coäfficients iSi, Ra .... R„ etant detennin^ par cette loi generale: 

' ^ ' l ' 1 * dx "•* 1.2 ' dx* 

(/i-i+3)(n— t+2)(»-t+l) rf» Pi-3 / .>i-i (r«— l)(n-2)....(»-»fl) *-'P.l 
~ 1.2.3 * dx* ""^ ^^ 1.2 ....i—1 •rf?^J' 

De la on tire la nonvelle formnle auxiliaire: 

rfj.» +*'«/*'■-» +®»rfx"-» ••••TO«y — Wf 
le coefficient general Si etant determioe par Feqnation 

c- / i\i\n W-t+l dRj-t . (»-,-+2 )( n-»+l) d* Rj^i 

(>t-»f3)(n-i4-2)(»-H-n d»Rj^ . < M-i {n-\ )(rt-2) .... (w-i+l) <P-'Jg. T 
1X3 * dx* •"•^ *'' 1.2....I— 1 ^rf^F»"]* 

Cr en snbstitoant ä H; Fexpression qni pr^cede, et ä /ii_i , A,_3 » ... A| 
leur» expressions analognes, on trouve 

les coefBcients .^i, ^2t •••• -«^i-i etant determiues par la formnle 




so. Ramutf ddmonstrat, <f tm thdorhm tvr U» e'quat, «K/f. Im, ä deux variaUes. 2(1 

^*=(— 1) i^ — — rfcft 2 i....t^i — 



(n-H-aXw-i+l) (n-i+t)....(n-H^) 
1.2 * 1....Ä-2 

•"•(— ^) 1....JI-1 i— +c— i; j7:jt J 

partaot iits=0, parceqoe 1— i+M^>....-|.(-.i)* = (i_-i)»-o. On 
aara donc ÄisssQ^ ^2 = 0, .... ilj_i=sO, d'oü Ton tire 

et c'est ce qae dit le tMotimej q. f. d. 
6 aoöt 1842. 
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Theorie der Centralen. 

(Vom Herrn H. Grafsmann, Lehrer der Mathematik eu Stettin.) 



Mßie groCseo Fortschritte, welche die neuere Geometrie in der Behandlang 
der Kegelschnitte gemacht hat, sind fast alle an die eigenthnmliche Be- 
ziehung zwischen Pol und Polare geknflpft Indem ich diese Beziehung 
analytisch abzuleiten versuchte, gelaiagte ich zu einer Verallgemeinerung 
derselben, welche nicht nur alle algebraischen Curven und Oberflächea 
umfafste, sondern auch in Bezug auf Curven und Oberflächen höherer Ord- 
nungen die Polare selbst nur als besondere Art einer allgemeineren Gat- 
tung erscheinen Web. Daraus entwickelte sich die nachstehende Theorie, 
welche eine so reichhaltige Reihe von Beziehungen zwischen den Curven 
und Oberflächen aller Ordnungen darbietet, oder noch verspricht, dals ich 
wohl glauben darf, in ihr den wahren Gesichtspunct gefunden zu haben, 
von wo aus sich der Zusammenhang der verschiedenen algebraischen Gebilde 
überschauen lälst, und dafs ich hofien darf, es werde durch Entwickelung 
dieser Theorie auch schon jetzt, wo sie erst in ihren Keimen vorliegt, ein 
nicht unwesentlicher Beitrag zur Theorie jener Curven überhaupt geliefert 
werden. Die ganze Theorie drängt sich um einen Satz zusammen, als 
dessen besondere Gestaltungen und unmittelbare Anwendungen alle ihre 
Resultate erscheinen, und welchen ich am vollständigsten am Schlüsse 
dieses Aufsatzes mitgetheilt habe. Den grofsen Reichthum der Bezie- 
hungen, welche dieser Satz darbietet, wird man eiuigermafsen übersehen^ 
wenn man bemerkt, dafs nicht nur alle jene schönen Sätze, welche 
Poncelet in seinem Metnoire sur les cerUres de moyennes harmoniquea 
aufstellt, nur als höchst specieile Fälle desselben erscheinen, sondern dafs auch 
die wichtigsten und allgemeinsten Sätze Ober Durchmesser und Durchmes- 
ser-Ebenen, Asymptoten, Tangenten und Tangential -Ebenen^ aber Krum- 
mungsschwerpuncte von Curven und Oberflächen u. s. w. nur als ganz spe« 
cielle Fälle jenes Satzes sich zeigen und hier in ihrem unmittelbarsten Wesen 
und Zusammenhange ans Licht treten ; ja so weit scheint dieser Zusammen« 
hang zu reichen, dafis es wohl kaum einen allgemeinen Satz Aber alge- 
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braische Curven und Oberfläoben geben mag, welcher nicht mit jenem 
Satze in der eng8ten Beziehung stände. Die Entwickelnng werde ich 
Schritt um Schritt genau in der Art geben, in welcher ich zu dem Be* 
sultate gelangt bin. Daher werde ich es mir erlauben, jene bekannte 
Beziehung zwischen Pol und Polare eines Kegelschnittes analytisch ab- 
zuleiten, um bei dieser Entwickelnng zugleich die Möglichkeit einer Ver- 
allgemeinerung und die Art, wie sie zu bewerkstelligen sein durfte, in 
bestimmten Zügen vor die Augen zu stellen ^ und zwar in der Weise, wie 
sie sich bei jener analytischen Ableitung aufschlols. Von diesem Satze 
aus werde ich dann (in S* 2* und 8.) die Verallgemeinerung^ mit Einschal- 
tung der Betrachtungen, welche mich dazu leiteten, ausführen« Als ich bis 
zu diesem Punct der Entwickelnng gekommen war, wurde ich durch die 
Analogie der Resultate auf das oben angeführte Memoire von Poncelet 
geleitet, welches mich dann zu der in §• 4. vorgenommenen Vereinfachung 
führte und zu der in S* 8. ausgefiihrten reciproken Umwandlung veranlafste, 
während die dazwischen befindlichen Paragraphen nur Folgerungen aus 
dem Hauptsatz enthalten. Die Schlulsbemerknng endlich stellt eine noch 
höhere Stufe der Verallgemeinerung dar. 

Bei der ganzen Entwickelnng werde ich mich stets derjenigen Be- 
zeichnung einer Strecke durch ihre Endpuncte bedienen, in welcher die Rieh* 
tung vom Anfangspuncte zum Endpuncte hin zugleich mit festgehalten wird, 
und wonach also AB und BA, wenn A und B Puncte vorstellen, als entge- 
gengesetzte Gröfsen aufgefafst werden, d.h. AB=^ — BA i>ier AB-l-BA 
BsO gesetzt wird; wonach ferner, wenn A, B, C Puncte einer Geraden 
sind, allemal AB -j- BC = AC ist, welche Lage auch immer die drei Puncte 
in jener Geraden haben mögen, und wonach endlich zwei Verhältnisse 
einander entgegengesetzt genannt werden, wenn die Glieder des einen 
gleichgerichtete, die des anderen entgegengesetzt gerichtete Strecken dar- 
Stellen^). Sind z.B. a, b, c, d vier Strecken, und ist y &=: — -^, so 
sagen wir: a verhält sich zu h entgegengesetzt, wie e zu ä. 



^) Diese Bezeichnng ist in solcher Art schon von Möbius mit grofiier Consequenz 
festgehalten; vergL dessen bsrycentrisoheB Caicul p. 3 u. f. 
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$• 1. Analytische Ableitung der Potare eines .Kegelschnittes in Bezug auf einen Puncl« 

Der Satz, dessen analytischen Beweis wir hier zum Aasgangspunct 
der Entwickelong nehmen, ist folgender: 

,,Wenn man von einem festen Ponete P durch einen festen Kegel- 
schnitt eine bewegliche Gerade zieht, welche denselben in zwei Pnncten 
Si und 8^ schneidet, und man bestimmt auf dieser Geraden den zu P und 
dem Punctenpaare St und S2 gehörigen vierten harmonischen Punct Q, 
d.h. denjenigen Punct, dessen Entfernungen von den beiden Durchschnitts- 
pnncten sich entgegengesetzt verhalten, wie die Entfernungen des festen 
Punctes von denselben Durchschnittspuncten, so ist der Ort des so bestimm* 
ten Ponctes Q eine Gerade.'' 

Nämlich vermöge der im Satze ausgesprochenen Bedingung hat man : 

^ = ~^, oder QS,.PS,'\'QS^.PS, = 0. 

Um hier alle Entfernungen von dem festen Puncto P aus zu haben, setzen 
wir QS, = QP+PSi = P8,'-PQ^s,^q, indem wir die Entfernung 
eines jeden Punctes von dem festen Puncto mit dem entsprechenden kleinen 
Buchstaben bezeichnen und erhalten: 

[1] 2*it2 r= y(*t + 0-' 
eine Gleichung, welche die harmonische Lage des Punctes Q bestimmt. 
Wir machen ferner den festen Punct P zum Durchschnittspunct zweier 
Rieht- Axen, und nehmen an, die Gleichung des Kegelschnittes sei dann: 

welche Gleichung also die Relation zwischen den Richtstöcken x und y 
irgend eines Punctes j9 im Umfang des Kegelschnittes darstellt ^'). Endlich 
nehmen wir an, dafs x^ und y' die Richtstucke des Punctes Q seien, be* 
zogen auf dasselbe Axenkreuz. Dann haben wir, wenn P, S, Qj wie es 
im Satze gefordert wird, in einer Geraden liegen sollen, die Gleichungen 

weO nämlich das von den Strecken x, y, $ umschlossene Dreieck dem von 
x', y'f q umschlossenen ähnlich ist, so daCs 



^) Statt der Namen Coordinaten nndCoordinaten-Axen gebrauche ich die deut- 
schen Namen Richtstücke und Rieht- Axen: eine Benennung, welche wohl keiner 
Rechtfertigung bedarf« 
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Oarch Sobstitation dieser Wertbe in die Gleichang [2] erhält man: 

Die Worzelwertbe ^i and s^ dieser quadratischen Gleichung sind dann 
schließlich in [1] zu substituiren , um die gesuchte Ortsgleichung för Q 
%a erhalten. Da aber jene Gleichung [1] nur die Summe und das Pro- 
ducC der Wurzeln enthält, so können wir von dem bekannten Gesetze Au* 
Wendung machen, da(s die Summe der Wurzeln einer quadratischen Glei* 
chung sich zu ihrem Producte entgegengesetzt verhält, wie der CoelBcient 
der ersten Potenz der Unbekannten zu der Constanten; also 

Diese Werthe in die Gleichung [1.] substituirt, geben' 

[5] cy'+dx' + 2e = 
als Ortsgleichung des Punctes Q: also ist sein Ort eine Gerade. Diese 
Gerade nun ist es, welche man die Polare des Kegelschnittes in Bezug 
auf den Punct P nennt 

§. S. Verallgemeinerung des gefundenen Resultats. 

Betrachtet man den Gang des so eben geführten Beweises, um die 
Möglichkeit einer Verallgemeinerung zu äbersehen, so ist zunächst klar, dafs 
die Bedingungsgleichungen [3] für die Lage der Puncto P^ jS^ (^ in e i n e r 
Geraden unabhängig sind von der Natur der Curve, und dafs sie auch noch 
auf dieselbe Weise (ur die Oberflächen gelten. Ist daher statt der Glei- 
diung [S] die Gleichung irgend einer Curve oder Oberfläche gegeben, so 
wird daraus durch Substitution vermittelst der Gleichungen [3] eine Gleichung 
hervorgehen, welche der Gleichung [4] entspricht und welche in Bezug 
auf 9 von demselben Grade ist, wie die neue Gleichung [8]. In der That 
bestimmt die Gleichung [4] alsdann nur die Durchschnittspuncte einer 
von dem Axendurchschuitt P aus gezogenen Geraden mit der gegehenen 
Curve oder Oberfläche. Der eigentliche Nerv jenes Beweises liegt nun 
aber offenbar in dem Uebergange aus der Gleichung [4] in [5]. Dieser 
Üebergang wurde vermittelt durch den Satz, welcher die Relation zwischen 
den Wurzeln einer quadratischen Gleichung und deren CoSfficienten dar- 
stellt. In demselben Maafse also, wie sich diese Relation verallgemeinern 
läfst, wird sich auch das darauf gegründete Resultat verallgemeinern lassen. 
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Hiermit haben wir demnach das wesentliche Princip der beabsichtigten Ver- 
allgemeinemog gefunden. Die allgemeine Relation zwischen den Wur- 
zeln einer Gleichung und den Coefficienten derselben läCst sich am ein- 
fiichsten und allgemeinsten auf folgende Weise aussprechen: ^In jeder 
algebraischen Gleichung verhalten sich die Coefficienten zweier Potenzen 
der Unbekannten, wenn die Differenz der beiden Potenz -Exponenten gerade 
ist, eben so, wenn ungerade, entgegengesetzt, wie diejenigen Combinations- 
dassen der Wurzeln , deren Classenzahlen jene Exponenten zu der Grad- 
zahl der ganzen Gleichung ergänzen ; wenn nämVch die Combinationen ab 
Producte ihrer Elemente aufgefa(st und zu einander addirt werden.** Ist 
also ar der Coefficient, welcher zur rten Potenz der Unbekannten gehört, 
und bezeichnet Cr die rte Combinationsclasse aus den Wurzeln, im Sinne 
des Satzes genommen, so hat man, wenn n die Gradzahl der Gleichung ist, 

c~ — ^^"^^ ' 

WO der Factor ( — 1)"'' nur das Gesetz der Zeichen darstellt Setzt man hier 
nsse, so hat man, da die Ote Combinationsclasse allemal der Einheit gleich ist, 



eine Form, von welcher wir besonders Gebrauch machen werden. — - Ver- 
mittelst dieses Gesetzes nnn hatten wir ans der Gleichung [4] die End- 
gleichung [5] dadurch abgeleitet, dafs wir die CoSificienten der ersteren 
statt der Summe und des Productes der Wurzeln in [1] substituirt hatten; 
wobei q von selbst wegfieL Wir werden also jetzt im allgemeinen Falle 
statt der Gleichung [1] eine solche Gleichung annehmen müssen, welche 
nur von den Combinationsclassen der Wurzeln aus [4] abhängt , und zwar 
so , dafs , indem wir die Coefficienten von [4] statt dieser Combinations- 
classen in die neue Gleichung [1] substituiren , q von selbst wegfalle. Neh- 
men wir an, da(s in dieser Gleichung [1] jede Potenz von q nur mit einer 
Combinationsclasse der Wurzeln muUiplicirt sei, so überzeugt man sich 
leicht, dafäi, damit g bei jeuer Substitution wegfalle, die Ordnungszahl die- 
ser Combinationsclasse den zugehörigen Exponenten von q zu n, der 
Grundzahl der Gleichung, ergänzen müsse; wie sich dies bei der nachfol- 
genden Entwickelung noch deutlicher darlegen wird ^}. Wir haben nan 

*) Dieselbe Bedinguog, dab q wegfalle, l&fiit sich noch auf eine allgemeinere 
Weise realisiren, indem man in der Gleichung [1] jede Potenz von q nut einem Pro- 
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alle Elemente der beabsichtigteo Verallgemeineroog zur Haod, dorch de- 
ren Zosammenstellnng wir daher sogleich zn dem geflachten Satze in sei-» 
ner allgemeinsten Form gelangen werden« 

Es sei sonach von einem festen Pnuete P durch eine feste Ober- 
flache itter Ordnung eine bewegliche Gerade gezogen, welche dieselbe in 
den Puncten 8i .... 8^ schneide« Man bestimme in dieser Geraden den 
Punct Q durch die Gleichung 

• • • • ^ Q$i {ßi •••• 9fg) "y- Cty ^^1 • • • • e„) SS ü ^ 

in welcher wieder, wie oben, statt PQ, PSi u.s.w. 7, ^i u. s. w. gesetzt 
ist, worin femer (ei....enY die rte Combinationsclasse aus den Entferuun* 
gen 81. ...e^ in dem oben angegebenen Sinne bezeichnet, und worin an*.. 
••• Oo constante Coefficienteu sind. Cm diese Gleichung kflrzer schrei* 
ben zu können, bedienen wir uns der bekannten Summenbezeichnung, und 
haben also 

indem das Summenzeicben die Summe aller Glieder darstellt, welche man 
eriiält, wenn man dem a nach und nach alle Werthe von n bis giebt ^'). 
Es sei ferner die Gleichung der gegebenen Oberfläche , den Punct P wie- 
der zum Axendurchschnitt genommen, 

indem wir hier unter F^ {x, y, z) eine homogene Function vom rten Grade 
von X, y, z, d. h. eine solche Function dieser drei Veränderlichen verste- 
hen, deren Glieder in Bezug auf dieise Veränderlichen vom rten Grade 
sind, und wo also Fo(a?, y,«) einer Constanten gleichbedeutend ist. In- 
dem wir wieder die Summeubezeichnung anwenden^ lafst sich jene Glei- 
chung kfirzer so schreiben: 

2. 2F,(ar,y,ar) = 0. 
Als Bedingungsgleichung für die Lage der Puncto P, S, Q in einer Ge- 



dnct aus mehren Corabinationsclassen der Wurzeln multiplicirt sich vorstellt : eine Ver- 
idlgemeinening, welche ich in der Schlufsbemerkung; versucht habe. 

«) Es ist hier keinesweges nothwendig, die Bedingung, dab a nur alle ganzen 
Werthe von Q bis n darstelle, noch als eine besondere Bedmgungsgleichung hiqzuzu- 

fugen, indem der Ausdruck (^i ..•• *4)* fiir alle andern Werthe von a vop selbst ver- 
•chwiiidet 
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den haben wir wieder^ wenn x', y^, %' die lUchtstflcke des Ponctes Q in 
Bezng auf dieselben Rieht- Axen bezeichnen: 

9 -^ Q -^ ^ V 

Diese Werthe in die Gleichung 2. snbstituirt^ geben 

Wenn nnn, wie wir voraussetzen , die Gleichung (2.) vom itten Grade ist, 
00 ist es auch diese Gleichung (4.) in Bezug auf s. Die n Wurzeln die- 
ser Gleichung ^i • • • • ^n ^ oder vielmehr die daraus gebildeten Combinations- 
classen sind nun in (1.) zu substituiren« Es ist, wenn man wieder fdr 
einen Augenblick den CoöflEicienten von s* in dieser Gleichung durch «« 
bezeichnet, 

Snbstituurt man diesen Ausdruck in (L)r multiplicirt dann die ganze 

Gleichung mit n« und setzt statt a« seinen Werth *^ iT^ > ^^ ^^^ 

giebt sich 

6. S tta JF; (^ > /> «0 (—1)"^ = 0; d. h. 

als Ortsgleichung für den Punct Q. Diese Gleichung ist im allgemeinsten 
Falle vom nten Grade ; aber ihr Grad kann sich beliebig verringern, wenn 
irgend eine Anzahl von den Coef&cienten o^, a«.!, ••*•, von a^ an ge- 
rechnet, wird. Werden z. B: von den Co6fficienten alle diejenigen, 
deren Zeiger gröfser als m ist, gleich gesetzt, so sind die Gleichungen 
(l.) und (6.) nur noch vom mten Grade. Die Resultate der ganzen Ent- 
wickelung können wir in folgenden Satz zusammenstellen: 

„Wenn man van einem festen Punct P aus durch eine k^e Ober- 
fläche nler Ordnung eine bewegliche Gerade zieht, welche dieselbe in den 
nPuncten S^ •••• S^ schneidet, und dann auf dieser Geraden einen oder 
mehre Puncfe Q durch eine Gleichung (L) bestimmt, welche nach Poten- 
zen von PQ in der Art fortschreitet, dafs jede rte Potenz von PQ mit 
der ergänzenden , d. h. (it — r)ten Combinationsclasse aus den Entfernun- 
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gen PSi....PS^ (die Elemente multiplicirt, die Combinationen addirt) 
nnd eiiien willkürlichen constanten Coefficienten o, multiplicirt ist: so ist 
der Ort des Pnnctes Q, sobald man P zum Durchschnittspunct der Ricbt- 
Axen macht, durch eine Gleichung (5.) bestimmt, welche man aus der ur- 
sprünglichen Gleichung (2.) der Oberfläche dadurch gewinnt, dafs man jedes 
Glied der letzteren mit demjenigen Coefficienten aus (1.) multiplicirt, dessen 
zugehöriger Potenz-Exponent dem Grade dieses Gliedes gleich ist, das 
Zeichen aber unverändert lässt, oder entgegengesetzt nimmt, je nachdem 
der Grad dieses Gliedes einen geraden, oder ungeraden Werth hat*)." 

So sind wir nun zwar zu einem sehr allgemeinen Resultate gelangt: 
dasselbe hat aber noch wegen der Unbestimmtheit der Coefficienten a keine 
individuelle Bedeutung, und es fehlt ihm noch an dem wesentlichen Princip, 
welches jedes Allgemeine allein fruchtreich zu gestalten vermag. 

§. 3. Individuelle Gestaltung des allgemeinen Resultats. 

Um das allgemeine Resultat fruchtbringend zu individualisiren, müssen 
wir eine Bestimmung der Coefficienten a versuchen, welche die wesent- 
lichsten und einfachsten Beziehungen auffafst; wobei wir uns aber wiederum 
durch die Beziehung zwischen vier harmonischen Puncten leiten lassen. Näm- 
lich sind jSi und S29 P und Q die beiden harmonischen Pnnctenpaare, so liefs 
sich die harmonische Beziehung derselben ausdrücken durch die Gleichung 

Es ist klar, dafs hier, wenn S^ und S2 in einen Punct S zusammenfallen, 
die Gleichung in QS = sich verwandelt; d. h. Q fällt alsdann in den- 
selben Punct S. Halten wir nun diese Beziehung auch für den allgemei- 
nen Fall fest, dass nämlich, wenn die Pnncte Si . . . . S. alle in einen Punct 
S zusammenfallen, dann auch die Pnncte Q^ deren Anzahl m sein mag, 
alle in denselben Punct S fallen, so gelangen wir sogleich zu einer Be- 
stimmung sämmtlicher Coefficienten a^ sobald die Anzahl m der Pnncte Q 
gegeben ist; und in der l^hat lässt sich kaum eine einfachere Beziehung 
zwischen jenen Puncten denken**). Die Gleichung (1.) verwandelt sich 
für den Fall, dafs alle Pnncte S, S„ in einen Punct S zusammenfallen, in 

2a,n PS'^-'PQ' = ü oder 2;a,ns*''q'' = 0, 



*) Es versteht sich von selbst, dafs der Satz eben so für ebene Curven gilt. 

**) Auch ist dies offenbar die einzige Annahme, bei welcher Projectivität statt 
finden kann (vergl. §. 4.). 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXIV. Heft 3. 35 
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WO n die Anzahl der Combinationen aus n Elementen zur aten Classe, 

also die Zahl - "~ .. o - bezeichnet Nämlich da *, = «, = . . . 

1 . j ..«. d 

... = ^^ = ^ ist, 80 verwandelt sich («1....O in n «"~% wo statt n 

das ihm gleiche n gesetzt werden kann. Soll es nun ni Puncte Q, d. h. 

m Werthe von PQ oder q geben, so mafs die letzte Gleichung in Bezug 

auf q vom niten Grade, d. h. a^ mufs, so lange a gröfser als m ist, gleich 

sein. Sollen ferner diese ni Puncte Q alle in S fallen, d. h. sollen die 

m Wurzelwerthe für q alle gleich s sein, so können wir wieder von der 

Relation zwischen den CoSfficienten einer Gleichung und den Combinatioos- 

classen der Wurzeln Gebrauch machen. Bezeichnen wir wieder für einen 

Augenblick den Coefficienten von q"" in obiger Gleichung durch a«, so ist, 

da der Grad der Gleichung m ist, die (ni— a)te Combinationsclasse der 

Wurzeln gleich —-- (—!)*""■". Da hier alle m Wurzeln gleich s sein sollen, 

so ist die (m— a)te Combinationsclasse der Wurzeln gleich m ^'"^ oder 
gleich 171 s'"~\ Substituiren wir nun auch die Werthe von a« und a» aus 
obiger Gleichung, so ergiebt sich 

• a 



d.h. a, = -!?-o^/(-l)—- ; 



wodurch die Cofe'fficienten der Gleichung (1.) bestimmt sind. Substitairt 
man nämlich den gefundenen Werth in die Gleichung (1.), und dividirt mit 
dem gemeinschaftlichen Factor a.n , so erhält man 



a 



I. o. ^^ («..... O qX-ir-' = 0; 

n 

und substituirt man denselben Werth in die Endgleichung (5.), so erhält 
man, nachdem man dieselbe wieder mit a^n (—1)"* multiplicirt hat. 



• a 

m 



V. «. ;?^F.(a:'y'0 = 0. 



n 



Wir sind also zu dem Resultate gelangt, dafs, wenn die Gleichung (I. a.) 
die Lage der Puncte Q in der von P aus durch die Oberfläche gezogenen 
Geraden bestimmt, dann die Gleichung (V. a.) die Ortsgleichung des Pnnctes 
Q ist. Ist insbesondere 911= 1, so haben wir in (I. a.) nur zwei Werthe 
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für a, nämlich a =» 1 und a = anzanehmen, indem für jeden andern 
Werth von a die Combinationazahl m , d. b. hier 1 , gleich wird. Man 
hat also für diesen Fall 

— C*l Sn) ?— («I .... «0 =0. 

1 •« 

Dlvidirt man diese Gleichung mit —(s^ ^ J , so erhält man 

- - -+-+ +- d h -^ - i_4. J_4- + 1 

_ — •'^•'^••••••J u.U. u>-| — p^ ~ p^ -f- . • . . -y 



Es ist sonach der Pnnct Q ftir diesen Fall nichts anderes, als was Poncelet 
das Centrum der harmonischen Mittel der Pnncte Si.,.. S^ in Bezng auf 
den Panct P nennt*). Wir ändern diese Benennung, um sie auf den all- 
gemeinen Fall anwenden zu können, dahin ab, dafs wir Q die harmonische 
Mitte zwischen St....S« in Bezng auf P nennen; fällt insbesondere P 
ins Unendliche, so nennen wir jenen Punct Q schlechthin die Mitte zwi- 
schen den Puncten S^ .... S^**). Für den allgemeineren Fall nun nennen 
wir die durch die Gleichung I. a. bestimmten Puncte Q die harmonischen 
Mitten mter Ordnung zwischen jenen Puncten Si....S^ in Bezug auf P, 
und bemerken nur noch, dafs die wesentliche Bedeutung dieser Puncte Q^ 
welche in der Gleichung (I. a.) noch verhüllt liegt, erst im folgenden 
Paragraph ans Licht treten wird***). Nehmen wir nun einen Punct P 
und eine Oberfläche an, und ziehen von P beliebige Strahlen, so nennen 
wir die auf den Punct P bezüglichen harmonischen Mitten zwischen den 
Durchschnittspuncten eines jeden solchen Strahles und der Oberfläche, zu- 
gleich die zu der Oberfläche gehörigen harmonischen Mitten mter Ordnung 
in Bezug auf P, und den geometrischen Ort derselben die ntte Centrale 
der Oberfläche in Bezug auf P. Vermittelst dieser Benennungen, welche 
der ganzen folgenden Abhandlung zu Grunde liegen, lässt sich das allge- 
meine Resultat in folgendem Satz aussprechen: 



*) In seinem M^oire sur les centres de moyennes harmoniqueSy welches im 
dritten Bande dieses Journals abgedruckt ist. 

**) Dieser Punct ist, wie sich später zeigen wird, der Punct der mittleren Ent- 
fernung zwischen jenen Puncten. Wenn wir ihn hier die Mitte nennen, so gewin- 
nen wir den für die Verallgemeinerung unerläfslichen Yortheil einer kürzeren Bezeich- 
nung, ohne den einer unzweideutigen und sprachgemäfsen Benennung aufzugeben. 

**•) Danach würde also für jenen Fall, wo m = l war, noch der Zusatz „erster 
Ordnung^ hinzukommen müssen: doch kann dieser Zusatz, wenn es nicht auf den 
Gegensatz ankommt, um so eher weggelassen werden, da die erste Ordnung auch 
meist schon durch die Singularform angedeutet wird. 

35* 
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„Die mte Centrale einer Oberfläche nter Ordnung in Bezug auf 
einen festen Punct P, d. fa. der Ort eines Punctes Q, welcher in einer von 
P aus gezogenen, die Oberfläche in den Puncten S|....S. schneidenden, 
beweglichen Geraden dergestalt liegt, dass die Gleichung (L a.) 

• a 

2~- (PS, .... psy~' PQx-ir-" = 

n 

genügt wird, ist eine Oberfläche mter Ordnung; und zwar ist, wenn die 
gegebene Oberfläche (P zum Axendurchschnitt genommen) durch die Glei- 
chung (2.) 

JSF^x, y, ») = 

dargestellt wird, die Gleichung (V. a.) der mten Centrale folgende: 

^^FXx, y, z) = 0.» 

n 

Die specielle Form dieses Satzes für m = 1 wird, da dann (V. a.) in 

'^iC^^ y^ ») + nF,,{x, y, «) = 
sich verwandelt, folgende sein: 

„Die erste Centrale einer Oberfläche nter Ordnung in Bezug auf 
einen festen Punct P, d. h. der Ort eines Punctes Q, welcher in einer von 
P aus gezogenen, die Oberfläche in den Puncten Si..,.S^ schneidenden 
beweglichen Geraden dergestalt liegt, dafs der Gleichung 

. «_ - 1 + _.L. + . _i_ 

PQ ~ PS^ ^ PS, ^ ""^ PSn 

genügt wird, ist eine Ebene; und zwar wird die Gleichung derselben 
(wenn P zum Axendurchschnitt gemacht ist) aus der der gegebenen Ober- 
fläche dadurch gefunden, dafs man in der letzteren alle Glieder von einem 
höheren Grade als dem ersten wegläfst und das constante Glied mit n 
multiplicirt." 

Da man jedes System von n Ebenen als Oberfläche nter Ordnung an- 
sehen kann, so ist eine specielle Folgerung dieses speciellen Satzes der von 
Poncelet in dem angeführten Memoire aufgestellte Satz, nämlich, dafs, wenn 
man von einem festen Punct durch ein System von Ebenen beliebige Strah- 
len zieht und auf jedem Strahl zwischen seinen Durchschnittspuncten mit 
jenen Ebenen die harmonische Mitte (erster Ordnung) in Bezug auf jenen 
festen Punct nimmt, diese Mitten alle in einer und derselben Ebene liegen. 
Und auch die übrigen in jenem Memoire aufgestellten Sätze erscheinen als 
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specielle Fälle jenes Satzes, wenn man auf ihn das Princip der Recipro- 
cität anwendet; wie sieh späterhin (§. 8.) zeigen wird. Auch deutet 
Pomeelet in jenem Memoire (pag. 253) darauf hin, dafs die dort mitgetheil- 
ten Beziehungen einer Uehertragung auf die Theorie der Cnrven und Ober- 
flächen fähig seien. Diese Uehertragung ist nun in dem vorhin aufgestell- 
ten speciellen Satze vollzogen. Aber dieser specielle Satz selbst zeigt 
sich erst in seiner vollen Bedeutung, und die Menge der Beziehungen, 
welche er darbietet, tritt erst hervor, wenn er als specieller Fall jenes 
allgemeinen Satzes aufgefafst wird. Doch müssen wir, um alle diese Be- 
ziehungen und Folgerungen auf die leichteste und einfachste Weise ableiten 
zu können, den allgemeinen Satz dadurch vereinfachen, dafs wir die Glei- 
chung (I. a.), welche für den Fall, dafs m = 1 war, eine so einfache Ge- 
stalt annahm, auch fttr den allgemeinen Fall auf eine gleich einfache Form 
bringen. 

§. 4. Darstellung des Hauptlehrsatzes für die Theorie der Centralen in seiner 

einfachsten Form. 

Zu der beabsichtigten Vereinfachung mag folgende Bemerkung lei- 
ten, welche auch an sich nicht ohne Interesse ist. Schon Poncelet hat 
gezeigt, wie die durch die Gleichung (I. a.) für den Fall i» = 1 dar- 
gestellte Relation eine projectivische ist, d. h. durch beliebige Projection 
der Puncto, auf welche sie sich bezieht, nicht geändert wird. Daraus 
lälst sich, wie aus manchen anderen Umständen, vermuthen, dafs jene 
Relation auch im allgemeinen Falle eine projectivische sein werde. Um 
diese Vermuthung zur Gewifsheit zu bringen, und dabei zugleich zu der 
bezweckten Vereinfachung zu gelangen, wollen wir die allgemeine Form 
solcher Gleichungen, welche eine projectivische Relation darstellen, aus- 
mitteln, und dann nachweisen, dafs die Gleichung (I. o.) diese Form hat. 
Wir setzen als bekannt voraus, dafs, wenn man in einer Ebene von 
einem festen Puncto A aus beliebige feste Strahlen ai....a^ zieht und 
durch dieselben eine bewegliche Gerade legt, welche jene Strahlen be- 

ziehlich in den Puncten Bi B^ schneidet, allemal folgendes Doppel- 

verhältniÜB zwischen beliebigen vier Puncten, z. B. ßi, £2, i?3, ^4, con- 
stant ist: 



B,B, * B^B^ 



Daraus folgt, dafs auch jede Function dieses Doppel Verhältnisses in der 
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ProjeetioD con^tant bleiben maf«; and auch umgekehrt, dafs, wewn irgend 
eüie FonetioD der Entfernungen zwischen den Pancten einer G^nden in 
der Projection constant bleibt, jene Fanction sich als Function aolelier 
I>oppelverhi(ltni89e darstellen lassen mafs; nämlich so, dafs sie anfser diesen 
Doppel Verhältnissen nur constante Gröfsen enthält. Es seien nun P, Q, 

Si S^ Puncte einer Geraden, zwischen denen eine projectivische Elelation 

statt findet Dann mufs sich die Gleichung, welche diese Relation auadrttokt, 
wenn wir, was immer möglich ist, P, Q, Si jedesmal als drei von den vier 
Pnncten annehmen, zwischen welchen das Doppelverhältnifs statt findet, in 
der Form darstellen lassen: 






OS. . QS, 

FS. ' FS, 



QS^,OS^\ ^ Q^ 



FS^ ' FS, ' FS, ' FSn ' PSj 

wo f das Zeichen einer beliebigen Fanction ist. Es sei diese Fanction 
eine algebraische vom mten Grade, so wird man durch Multiplication mit 

/ OS \*" 

\os ) ®"'® homogene Function vom wten Grade aus den einfachen Quo- 
tienten erhalten; also wird jene Gleichung sich in der Form darstellen lassen: 



F (^^' 



• • • • 



OS, 

PS, 



)-o, 



WO wieder F^ das Zeichen einer homogenen Function vom mten Grade 
ist. Um alle Entfernungen von P ans zu haben, kann man statt QS^ 
QP+PSi^ oder PSy~PQ, oder, mit der schon früher gebrauchten Abkür- 
zung, Ä, — ^ setzen: also ist ]^' = *'~"^ = 1 — ^ und man erhält 



^•-[(1-.') (!-')] = <>• 



Soll also die Gleichung I. a. eine projectivische Relation darstellen, so 
mals sie sich, da sie zugleich in Bezug auf q vom mten Grade ist, auf 
diese Form bringen lassen. Da aber (I. a.) zugleich eine Function ans 
den Oombinationsclassen der n Entfernungen «, — «„ ist, so mnfs sie sich 
auch in einer Keihc von Gliedern darstellen lassen, deren jedes ein Pro- 

duct aus den Combinationsdassen der Elemente (l — --) — (l — — ) ist, 

nuütiplicirt mit irgend einem constanten Coefticienten, und zwar mufs die 
Summe der Classenzahlen in jedem Gliede m sein. Dafs dies ftir den 
ersten Grad statt findet, ist unmittelbar klar; denn die erste Combinationsclasse 
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au8 jenen Elementen ist 

(l»J_)+(l_JL) + ....(l^ n oder n--^- ^-.... — ^-. 

Dies giebt, gleich gesetzt und mit q dividirt, die Gleicfaong 

" =1 + 1 + ....+!. 

Fflr den ersten Grad ist also die Projeetivität der Gleichung I. a. nach- 
gewiesen. Um sie auch für den mten Grad nachzuweisen, ist zuerst 

irgend eine, z. B. die rte Combinationsclasse jener Elemente (l — ^-) u. s. w., 

nach Potenzen von q zu entwickeln. Es findet sich 

[(1-^) .... (!-£-)]' = :^(-l)-(»-ar(f -iriV- 

Denn, um bei der Entwickelung jener Combinationsclasse den CoSfficienten 

von ^ zu erhalten, mufs man aus — — die Combinationen zur rten 

Classe, und aus jeder wieder die zur aten nehmen; wobei man die Combi- 
nationen aus —....— zur aten Classe und zwar jede so oft erhält, als 

es Combinationen aus («— a) Elementen zur (r— a)ten Classe giebt: letz- 
teres nämlich deshalb, weil jede Combination zur aten Classe so oft vor- 
kommen mufs, als es verschiedene Arten giebt, diese Combination zu einer 
der rten Classe zu ergänzen, und dies ofi^enbar auf so viele Arten gesche- 
hen kann, als es Combinationen aus den noch übrigen (n—a) Elementen 
zu der ergänzenden, d. h. (r— a)ten Classe giebt. Dafs das Zeichen durch 
den Factor (— 1^ dargestellt wird, ist an sich klar. Aus der so eben ge- 
führten combinatorischen Entwickelung ergiebt sich zugleich unmittelbar 
für die combinatorischen Zahlen das Gesetz 

• r . a 
r «a -a «r— a i . • »r—a n f 



n r = »(«-a) ; also ist («— a) = 



• a 
11 



Substituirt man den letzteren Ausdruck in den gefundenen Ausdruck für 
die rte Combinationsclasse, so ergiebt sich 



• r ' a . a 



n *• 



Vergleichen wir diesen Ausdruck mit der Gleichung (I. a.), so zeigt sich 
leicht die vollkommene Uebereinstimmung, wenn man in jenen Ausdruck m 
statt r einfuhrt, und ihn gleich setzt. In der That: multiplicirt man die 
Gleichung 
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m • a ^ ^ • ö 






^1 ^« • • • • vn 



mit > - ->-!:.'--■. ^ so erhält man die Qleicbang (I. a.) nnmittelbar, nämlich 



•(-1)'^, (*...... )"V = 0. 

n 



Daraas folgt, dafs die Gleichung (I. o.) in der That eine projectivische 
Relation darstellt, und dafs sie durch die Gleichung 



I.». [(l_i)....(l-i) =0 

ersetzt wird, statt welcher man, indem man wieder statt 1— —, -ös^u« »• w. 
setzt, auch schreiben kann: 

eine Gleichung, welche höchst einfach ist, und welche sich für m = 1 in 

verwandelt. Noch ist zu bemerken, dafs sich auch der Gleichung V. a. eine 
in vielen Fällen bequemere Form geben läfst. Multiplicirt man dieselbe mit n ^ 

so kann man statt tt"? ^^^^ ^®™ vorher erwiesenen combinatorischen 

n 



Gesetz, auch (n— a) setzen und erhält dann 

V. 2(n^aT-'FXx\ y\ .') = 0, 
fUr die einfachste Form der Ortsgleichung für Q. Das ganze Ergebnifs 
der bisherigen Untersuchung läTst sich nun in dem folgenden Sätze aufstellen, 
welcher die gröfste Einfachheit mit der gröfsten Allgemeinheit verbindet 
und den Hauptsatz unserer Theorie bildet: 

y^Wenn man eon einem festen Punct P durch eine feste Oberfläche 
uter Ordnung eine bewegliche Gerade zieht, fcelche die Oberfläche in den 
Puncten Si . . . . S„ schneidet , vnd auf dieser Geraden einen Punct Q so 
annimmt, dafs die Summe aus sämmtlichen Producten zu m Facforen, 
welche sich aus den Quotienten der Entfernungen jedes Durchschnitts'^ 
punctes von dem Puncte P einerseits und dem Puncte Q andrerseits bil- 
den lassen, gleich ist, so ist der geometrische Ort des Puncts Q eine 
Oberfläche mter Ordnung; und zwar erhält man, wenn P zum Axen- 
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durchschnitt gemacht ist, die Gleichung derselben aus der der Oberfläche 
dadurch, dafs man Jedes Glied der letztem mit einer Combinationszahl 
multiplicirt, deren Elenienlenzahl den Grad dieses Gliedes zu n, und de- 
ren Classenz€ihl denselben zu m ergänzt'' 

Es wäre leicht gewesen, diesen Satz sogleich an die Spitze zu 
stellen und ihn unmittelbar zu beweisen. Wir hätten zu dem Ende nur 
den ruckgängigen Weg einschlagen und von der Gleichung (I.), welche 
zur Definition der harmonischen Mitten mter Ordnung dient, auf (L b.) 
und dann auf (L eu) zurückgeben und vermittelst dieser Gleichung den 
Beweis nach der in §. 2. befolgten Methode fähren dürfen. Wir ha- 
ben dpn freilich etwas weitläufligeren , aber, wie es scheint, fruchtreiche- 
ren Weg der Schritt ffir Schritt fortgehenden Entwickelung vorgezogen, 
indem es ja weniger auf das einzelne Ergebnifs, als auf die Darstellung 
allgemeiner und fruchtbarer Erweiterungsmethoden ankommt. 

Wir gehen nun zu den Folgerungen aus diesem Satze über, and 
werden zuerst den Zusammenhang der verschiedenen Centralen^ welche 
zu derselben Oberfläche und demselben Puncte P gehören , darstellen , und 
dann die besonderen Fälle ins Auge fassen. 

§. 6 Zusammenhang zwisohen den Centralen eines Systems und maischen Centrale 

und Polare. 

Nimmt man die sämmtlichen auf einen Punct bezSglichen Centralen 
einer Oberfläche nter Ordnung, wobei sich diese Oberfläche selbst als nte 
Centrale ansehen läfst, so bilden dieselben ein System von Centralen, 
welches eine Reihe merkwürdiger und einfacher Beziehungen darbietet, 
von welchen wir die wesentlichsten hervorheben wollen ^^. 

Nämlich, stellt man die Gleichungen zweier solcher Centralen, z. B. 
der mten und rteu, in der Form V. o. auf, so erhält man : 

S -^ JPa(j?, y> ^) = für die «ite Centrale und 
2 -T^ Fft (jp, r, ä) = fär die rte Centrale ; 

n 
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wenn nämlich der Paoct P zum AxendurchsebniU gemacht whd und die 
Gletcliatig der gegebeueu Oberfläche 

18t. Vergleicht man jene beiden Gleichniigen, so leuchtet sogleich eioi 
dafs, wenn r kleiner i^st ab m, die rie Cenfrale zugleich Centrale der 
durcli die iTite dargestellten Oberfläche ist, und zwar in Bezug auf den- 

r^ m^ r^ 

selben Punct P, weil nämlich -r^ • -rr- sa -.-^ ist. Nimmt man also iu 

Bezug auf einen Punct die mte Centrale eiiier Oberfläche nter Ordnung, and 
von dieser Centrale wieder in Bezug auf denselben Punct die rte, so ist 
die letztere zugleich die r(e Centrale der gegebenen Oberfläche in Bezug 
auf denselben Punct, oder: 

„In jedem System van Centralen, m Bezug auf einen 'Pnnet, iet 
jede derselben zugleich Centrale aller höheren Centralen, in Bezug auf 
denselben Puncto 

Da ftrner ein System von Centralen in Bezug auf einen Punct P 
von jeder durch diesen Punct gezogenen Gerades in Puncten geschnitten 
wird, welche in demselben Sinne ein System hamouischer Mitten bilden» 
so ergiebt sich zugleich folgender Satz: 

„Nimmt man die harmonischen Mitten aller Ordnungen zwischen 
n Puncten einer Geraden, in Bezug auf einen Punct P derselben Geraden, 
so sind die harmonischen Mitten irgend einer Ordnung nicht nur dergleichen 
filr die gegebenen n Puncte, sondern auch filr jede Reibe von Puncten, 
welehe harmonische Mitten höherer Ordnung zwischen denselben n Puneteu 
sind; und zwar wiederum alles in Bezug auf denselben Punct genommen.* 

Es entsteht nun die Aufgabe : wenn der Punct Q fest ist, den Ort de» 
Punctes P, welchen wir Pol nennen, zu finden; oder zunächst die Aufgabe: 
zwischen nPüncteu Si....8^ einer Geraden, in Bezug auf eiuen Punct Q 
derselben Geraden, den Pol »iter Ordnung P, d h. denjenigen Punct P za 
finden, in Bezug auf welchen Q eine harmonische Mitte mter Ordnung ist 

Man hatte für die Beziehung zwischen P und Q die Gleichung 

\ps;' •••• PS^J " "• 

PS PS PS 

MoltipIicirC man dieselbe mit »^ . -q^ .... -7^ » so erfailt mao 

/PS, FSA-^" 
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£8 giebt als0| da diese Gleicboog in Bezog auf P, oder vielmehr in Bezog aof 
QP, von der (n — m)teü Ordiiong ist, (n — fn)Pole mter Ordunng zwischen 
Si^...Sj^ in Bezog aof P; namentlich giebt es zwischen n Poncten einer 
Geraden n — 1 Pole erster Ordnong in Bezug auf einen Punct Q C worauf 
schon Poncelet hiugedeotet hat^)), aber uor einen Pol (n — l)ler Ordnung, 
Da ferner die zuletzt entwickelte Gleichung , wenn man P und Q ver- 
tauscht, die Gleichoog für die harmonischen Mitten (it — in)(er Ordnung ist, 
00 hat man folgenden interessanten Satz: 

„Die Pole liiter Ordnung zwischen einer gegebenen Reihe von 
n Puncten in einer Geraden, in Bezug aof einen Ponct in derselben Geraden, 
sind identisch mit den harmonischen Mitten (n-^jn}fer Ordnung zwischen 
denselben Puncten und in Bezug auf denselben Punct/' 

Ziehen wir nun von einem festen Punct Q durch eine feste Ober- 
fläche nter Ordnong eine bewegliche Gerade, und nehmen auf derselben die 
Pole »iter Ordudng zwischen ihren n Durchschnittspuacten mit jener Ober- 
fläche, in Bezug auf den festen Punct Q, so soll der geometrische Ort die- 
ser Pole die ^iite Polare der gegebenen Oberfläche in Bezug auf Q heifseu« 
Wir sind demnach zu folgendem wichtigen Re'soltate gelaugt: 

„ Die mte Polare einer Oberfläche uter Ordnung, in Bezug auf ünen 
Punct f ist identisch mit der (n — m)ten Centrale derselben Oberfläche in 
Bezug auf denselben Punct!" 

Ist daher die Oberfläche von der Ordnong 2ii^ so ist ihre itte Po- 
lare mit ihrer nten Centrale, beide in Bezog aof denselben Ponct ge- 
nommen, identisch} also ist für Oberflächen oder Corven zweiter Ordnung 
die erste Polare mit der ersten Centrale,- beide in Bezug auf denselben 
Punct genommen, oder schlechtweg die Polare mit der Centrale, identisch, 
da es für solche Oberflächen oder Curven in Bezug auf einen Punct nur 
eine Centrale und Polare giebt ^"^3. Es stimmt also, was nach dem Princip 
der obigen Entwickelung Polare genannt wurde, in Bezug auf einen Keget- 
schnitt, mit dem üblichen Begrifl^ der Polare äberein. 

Für die erste Centrale und die erste Polare lassen sich aus dem 
letzten Satze leicht folgende Beziehungen ableiten, wenn man sich für das 
Yerständnifs derselben daran erinnert, dafs jeder Centrale ein Pol, in Bezug 

^) In dem mehrfach citirten Sfomoire. 

^*) Die Cun*cii haben wir bei deo vorhergehenden Atzen weggeiasseu^ da fiir 
sie stets dasselbe gilt, wie far die Oberflficheii. 

36* 
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auf welchen sie genommen ist, nnd in demselben Sinne jeder Polare eine 
harmonische Mitte zugeordnet ist. 

1. ,, Jede Ebene kann als erste Centrale einer gegebenen Oberfläche 
nter Ordnung angesehen werden und hat als solche (n — 1)' ihr zugeord« 

nete Pole " 

Denn nimmt man einen Punct Q in derselben an, so ist der Ort 
aller Pole^ in Bezug auf welche jener Punct eine der Oberfläche angehö- 
rende harmonische Mitte erster Ordnung ist, die erste Polare der Oberfläche 
in Bezug auf Q. Nimmt man nun 3 solche Puncto in jener Ebene an, so 
erhält man auch in Bezug auf sie drei erste Polaren, welche sich, da jede 
derselben eine Oberfläche (n — l)ter Ordnung ist, in (n — 1)^ Puncten 
schneiden. Diese Durchschnittspnncte sind also die einzigen, in Bezug auf 
welche die 3 Puncte zugleich harmonische Mitten erster Ordnung sind ; und 
da zugleich der Ort dieser Mitten in Bezug auf jeden der genannten Durch- 
schnittspuncte eine Ebene, diese aber durch 3 Puncte bestimmt ist, so ist die 
gegebene Ebene erste Centrale der Oberfläche in Bezug auf jeden der erwähn- 
ten (n — 1)' Durchschnittspnncte; aber auch in Bezug auf keinen anderen Punct 

2. Eben so ergiebt sich Folgendes fär ebene Curven: 

„Jede Gerade in der Ebene einer Curve nter Ordnung kann als 
erste Centrale derselben angesehen werden und hat als solche (n — 1)^ 
zugeordnete Pole.'^ 

3. Aus der ersten Beziehung (1.) folgt wieder unmittelbar: 

„Alle ersten Polaren einer Oberflache nter Ordnung schneiden sich, 
vrenn die ihnen zugeordneten harmonischen Mitten in einer und deraelbeü 
Ebene liegen, in denselben (n — 1)' Puncten, welche die jener Ebene ^ra- 
geordneten Pole sind.*" 

4. Und eben so folgt aus der zweiten Beziehung: 

„Alle ersten Polaren einer Curve nter Ordnung schneiden sich, 
wenn die ihnen zugeordneten harmonischen Mitten in einer und derselben 
Geraden liegen, in denselben (n — 1)^ Puncten, welche die jener Geraden 
zugeordneten Pole sind." 

5. Aus jener ersten Beziehung läfst sich endlich noch Folgendes darthon : 
„Alle ersten Polaren einer Oberfläche nter Ordnung haben, wenn 

die ihnen zugeordneten harmonischen Mitten in einer und derselben Gera- 
den liegen, eine gemeinschaftliche Durchschnittscurve , welche der Ort der 
Pole ist, die den durch jene Gerade gelegten Ebenen zugeordnet sind.'' 
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■ 

Man nehme in der Tfaat zwei Pnncte jener Geraden. Die Darch-- 
schnittscurve, in welcher sich die jenen beiden Puncten zugeordneten ersten 
Polaren der gegebenen Oberfläche schneiden, wird der Ort sein für alle 
jenen Puncten in Bezug auf die gegebene Oberflache zugeordneten Pole erster 
Ordnung, and wir haben also nur zu zeigen, dafs die einem solchen 
Panctenpaare auf diese Weise zugeordneten Pole mit den jedem andern 
Puuctenpaare derselben Geraden auf gleiche Weise zugeordneten Polen 
identisch sind, d. h. da(s die ersteren Pole zugleich es sind in Bezug 
auf alle Puncto dieser Geraden. Betrachtet man nun in der That die 
sammtlichen Pole erster Ordnung, welche zweien Puncten jener Geraden 
zugleich zugeordnet sind, so werden die ersten Centralen aller dieser Pole 
durch die beiden angenommenen Puncto gehen und werden also, da die ersten 
Centralen Ebenen sind, jene Gerade zur gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
linie haben; d. h. alle jene Pole werden, als Pole erster Ordnung, allen 
Puncten dieser Geraden zugeordnet sein ; was noch zu zeigen übrig blieb. 

Diesem Satze, welcher für Tangential -Ebenen einer Oberfläche, 
wie sich später zeigen wird, wichtig ist, entspricht kein Satz für ebene 
Curven. — 

6. Dem ersten und zweiten Satze steht in Bezug auf die erste Po- 
lare parallel der Satz: 

„Jede, einer Oberfläche oder Curve itter Ordnung angehörige erste 
Polare hat nur eine ihr zugeordnete harmonische Mitte/' 

Denn betrachten wir z. B. auf dieser Polare , wenn sie eine Ober- 
fläche ist, 3 Puncto^ so wird der Ort der harmonischen Mitten erster Ord- 
nung in Bezug auf jeden dieser Puncte eine Ebene sein. Der Durch- 
schnittspunct Q dieser drei Ebenen wird also der einzige Punct sein, wel- 
cher in Bezug auf jene 3 Puncte zugleich harmonische Mitte erster Ord- 
nung ist. Ist daher die Oberfläche, auf welcher jene 3 Puncte genommen 
sind, wirklich eine erste Polare der gegebenen Oberfläche, so muls auch 
jener Punct Q, und zwar er allein, die dieser Polare zugeordnete harmo- 
nische Mitte sein. 

7. Hieraus folgt ferner, „dafs alle ersten Centralen einer Ober- 
fläche oder Curve, wenn die ihnen zugeordneten Pole in einer ersten Po- 
lare derselben Oberfläche oder Curve liegen, sich in einem Punct schneiden^ 
welcher die jener Polare zugeordnete harmonische Mitte ist." 

8. Auch geht daraus zugleich hervor^ dafs auch die erste Polare^ 
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wenn die Oberfläche gegeben ist, zu welcher sie gehört, durch 3 Punc(e 
vollkommen bestimmt wird; wie solches für die erste Centrale 9 da diese 
eine Ebene ist, an sich klar ist. 

Statt diese Beziehongen anf die höheren Ordnungen der Centralen 
und Polaren auszudehnen, wollen wir sie nur noch auf Curveu nnd Ober- 
flächen zweiter Ordnung anwenden ; wo sie das heluinnte Gesetz der Reci* 
procilät darstellen. Da hier nämlich die Ausdrücke Polare und Centrale. 
Pol und harmonische Mitte, vertauscht werden können, so verwandeln sich 
hier die oben dargestellten Beziehungen in folgende bekannte Sätze: 

„Alle Polaren eines Kegelschnittes, deren Pole in einer Geraden 
liegen, schneiden sich in einem und demselben Puncto, dem Pole dieser Ge- 
raden in Bezug auf den Kegelschnitt/' und 

„Alle Polaren einer Oberflache zweiter Ordnung, deren Pole in 
einer Ebene liegen, schneiden sich in einem und demselben Puncto, dem 
Pole jeuer Ebene in Bezug auf die Oberfläche.^ 

Und endlich: 

„ Alle Polaren einer Oberfläche zweiter Ordnung, deren Pole in etiier 
Geraden liegen, schneiden sich in einer und derselben Geraden, w*elche 
wiederum zugleich der Ort der Pole für alle durch die erste gelegten 
Ebenen ist.'' 

( Die Fortsetzaqg folgt) 
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Aphorismen aus der Geometrie des Baumes. "^3 

(Vom Henn Professor Pliickcr zu Boun.) 

( Fortsetzung der Abhandlung No. 7- im Uten Heito dieses Bandes. ) 



Axen der Flächen zweiter Ordnung. 

% 8. 

1. AJachdem wir im !• Paragraplieu die Riebtang und Gröfsie der 
Axen der durch die Gleichung: 

dargesfellten Fläche zweifer Ordnung bestimmt haben, ist es leicht, die 
Bedingungen aufzustellen, unter welchen diese Fläche eine Vmdrehungs^ 
fläche ist. Wir braucheu zu diesem Ende nur auszudrOckeu , dafs zwei 
der drei Axen einander gleich sind (ein Weg, den Herr Caucky einschlägt), 
oder auch, wie wir verfahren wollen, dafs die Richtung zweier der drei 
Axen unbestimmt wird« 

2. Indem wir eine der drei Axen durch folgende Gleichungen 

darstellen : 

X = az, y SS bz, 

ist ihre Richtung durch die folgenden beiden Gleichungen bestimmt: 

^{B'a + Bb -i^ A')a — (Aa + B''b -^ B') = 0, 

1« 



j(ll'a + 



Bb + A")a—iB''a + A'b + B) = 0. 



*) Erst nachdem bereits die beiden ersten Paragraphen dieser Aphorismen unter 
der Presse waren, wurde MoiKe deutsche Bearbeitung von Cauchi/s iithographirtem 
Memoire ,,Ueber die Theorie des Lichtes" versandt Hier wird Abtheiinng IL ,, lieber 
Fliehen der sweiten Ordnung*' derselbe Gegenstand, aber, was su erwarten stand, auf 
anderem Wege behandelt Aus blofs persouticher Veranlassung, die durch das Er- 
scheinen der angeführten Schrift weggefallen ist, sind jene beiden Paragraphen für den 
Druck ausgewählt worden. 

Auf dem jetzigen Standpnncte der Wissenschaft ist insbesondere eine neue 
Behandlung der Flachen zweiter Ordnung zur Reife gediehen, und gleichzeitige Be- 
arbeiter müssen sich nothwendig in den liesullaten begegnen« Ich erlaube mir hier 
blofs zu erwähnen, dafs ich damit beschäftigt bin, eine systematische analytische Be« 
handiung der krummen Oberflächen für den Druck vorzubereiten. 

Mit den beiden eraten Paragraphen sind gleichzeitig zwei schone Abhandlungen 
TQQ Herrn Dn Hesse in Königsberg ersdu'enea (Bd. XXIV. Heft 1. Abth. 4. 5.). VTas 
die eiste dieser beiden Abhandlungen betriift, so bemerke ich, dals ich in einem altern 
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Du System dieser beiden Gleidioiigen giebt iimiier drei reelle Won^pase 
(S- 1.)* Wenn aber diese Gleichungen beide einen gemeinscbaftliclRB Fac- 
tor (tf +^ft+A) haben, in welchem Falle sie die folgende Form mk vier 
unbestimmten Coefficienten ff, h, m^ n annehmen nässen: 

B7fl+^* + *)(Ä— «) = O, 
B'{a+yb + h){b—n) =0, 
so ergiebt sich eine einzige bestimmte Axenricltfung (die Richtung der 
Rotations -Axe 3 durch die Gleichungen 

a = m, b = rty 
während die Richtung der beiden andern (auf einander senkrechten) Axen 
jede beliebige sein kann, vorausgesetzt nur, dafe die entsprecheodea a und 
b die folgende Gleichung befriedigen: 

Ä+y* + * = a 
Den obigen Formbestimmungen zufolge erhalten wir die nachstehende 
identische Gleichung: 

l{B'a + B* + A")a — (Aa + B''b + JB')] (»— ») = 
[(JB'a + B* + ^")* — (B"a+^'» +JB)] {a—m)^ 
oder, vereinGu^ht: 

(ß'a + B» + i4'0 an'\'{Äa^ B"b + JB') (p—n) = 
{B'a + B» + A")bm + {B"a ^ A'b+B) (a^m)i 
und diese identische Gleichung löset sich in die nachfolgenden sechs CUel- 
chungen auf: 

2. B'n r= B'\ Bm = B'\ B'n =r Bsi, 

!Bn'\'A = B'm+il', 
{A"—A)n = B —B"m, 
B'—B"n — {A'—A')m. ' 

Memoire^ welches damals^ ab die Gergonneseheü Anoalas aufholten, in den Rinden ihres 
Herausgebers geblieben ist, unter Anderm die Aufgrabe ,,etne Pläehe zweiler Ordiuiog 
EU bescfaretben, welche durch die reelle oder imaginäre Duiehschnittscurve sweter 
gegebener Fl&chen (durch acht gegebene Puncle) und überdies durch einen neuen 
gegebenen Puncl geht eder eine gegebene Ebene berührt,* höchst einfach geldsel habe. 
Die Resultate der zweiten Abhandlung und viele andere wird man in ehiem too our 
bereits redigirtea Paiagraphen meiner neuen Arbeit ohne analytische Rechnung ab- 
geleitet finden ans der uleichnng 

iti = vio^ 
welche, wenn i, Uß v, w lineaie Functionen von x, y, z bedeuten, die aügeamBe 
Gleichung der geradlinigen Flächen der zweiten Ordnung (des hypeihefischen 
Hyperboloids und des hyperbolischen Paraboloids) ist Zügtetch knup(t sidi an jdie 
letzte Form, die, wenn wir von der dritten Coordinate z abstrahireo, euien Kegel- 
schnitt darstellt, ein Uebertragungsprindp. 
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ie drei Gleicbuiigen (S.) geben obereinstimmend: 

w = -^, n = ^, 

und hieroach ist, indem wir diese Werlbe von m und n für a und 6 sub- 

stituireni die Rotations- Axe durcb folgende Gleichungen gegeben: 

Bx t=z B'y = B''z. 

Die drei Gleichungen (8.) kann man auf nachstehende Weise 

schreiben: 

A-^B'm = A^Bn, 

A—B''.— = Ä'—B.^^ 

und dann 9 indem man fdr m and n ihre Werthe setzte in folgendem Aus- 
drucke zusammenfassen: 

welcher somit die gesuchten beiden Bedingungen, unter welchen die ge- 
gebene Fläche eine Umdrehungsfläche ist, enthält. 

8. Nachdem die Gleichungen der Umdrehungs - Axe gefunden sind, 
erhalten wir für die Ebene der beiden anderen Axen (der Aequatorial« 
Ebene), weil diese Ebene auf jener Axe senkrecht steht, folgende Gleichung: 

y + i/ + 5i7 = 0. 

Dieselbe Gleichung erhält man auch dann, wenn man etwa die 
«mrte der Gleichungen (1.) durch a — m dividirt und dann fbr a und h 

ihre WerAe — und -^ setzt; Zunächst ergiebt sich, als Quotient des 

ersten Theils dieser Gleichung durch a — m: 

B'a + B», 

und als Rest: 

{A'^A + B'm)a + (Bm — B'O*— B', 

der sich auf 

BB' »/ — BB' , . 

-^i ^ = -ßu («— m) 

reducirt Der vollständige Quotient ist also: 

B'a^Bb^^ = B\a+gb + h) 
und fahrt, gleich Null gesetzt, zu der vorstehenden Gleichung. 

CreOe^t Joamal t d. M. Ba. XXIV. Heft 9. 37 
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4. Wenn wir iu die Gleichungen (6.) und (7.) des ersten Paira* 
graphen für a und b diejenigen Werthe setzen, welche sich auf die Rieh- 
tung der Rotations- Axe beziehen, so erhalten wir folgende dreifache Be- 
stinunting Ton e, des reciproken Werthes dieser halben Axe: 

4. \ —j^ + --jpr + ^ — *% 
Addirt man, so kommt 

Da femer, indem wir den reciproken Werlh einer der beiden andern unter 
einander gleichen Halb-Axen durch er bezeichnen, 

ist, so findet sich, wenn wir abziehen und den gemeinschaftliehen Factor 2 
weglassen, 

jB'jB'' , BB'' ^ BB' , • 

Biiminirt man endlich ans dieser Gleichung e^ nach einander durch jede 
der drei Gleichungen {/k^^ so kommt 



pr — -* B^ -* Ä • 

5. Die Bedingungsgleichungen, dais die gegebene FUebe eine ünn 
drehungsfläche sei, bleiben ganz dieselben, wenn man diese Flache, statt 
durch die an die Spitze dieser Nummer gestellte Gleichung, durch die 
folgende zwischen Plancoordinaten (S. 20• 
darstellt. Es bedarf dieses kehier weiteren Erörterung, weil dieselbe 
Gleichung (9.) einmal ($• 1.) die reciproken Werthe der halben Axen, das 
anderemal diese Werthe selbst zu Wurzeln hak Man erhält die Be- 
stimmung der Länge der halben Rotations- Axe und der beiden halben 
gleichen Axen, wenn man in den vorstehenden Gleichungen (4.) und (5.) 
unter e und er diese Längen selbst, und nicht, wie oben, die reciproken 
Werthe derselben yerstebt 
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n. Allgemeine Methode, eine homogene Function beliebig vieler 
Veränderlichen in eine andere zu verwandeln, welche nur die 

Quadrate der Veränderlichen enthält. 

]• Die Haupt -Aofgabe bei der Discimsion der allgemeinen Glei- 
cbnng vom zweiten Grade zwiseben zwei ond drei Veränderlicheu besteht 
darin, aus dieser Gleicbung diejenigen Glieder wegzuscbaffen , welcbe die 
Producte dieser Veräudeiitehen enthalten. Wir wollen diese Aufgabe auf 
eine beliebige Anzahl von Veränderlichen ausdehnen, und können bei der 
Symmetrie der Entwickelungen die Aufgabe als gelöset betrachten, nachdem 
wir den Fall der allgemeinen Gleichung zwischen vier, oder der rfUge- 
meinen homogenen Gleichung zwischen fünf Veränderlichen bebandelt habant 

Es sei demnach 

n = 

die gegebene Gleichung und 

Q = Ap' + A.f + J^r'+Ajs' + A^i' 
+ :iB^pq + 2B^pr+2Boyps + 2Bo,pt'\^iB,,qr^2B,,qs 

Dann erhält man, wenn man durch die Gleichung: 

p = P — Ui^ — a^r — a^s — 1x42; 
P statt p einfuhrt, die vier CoefScienten th^ a^, th^ a^ durch die Gleichungen 



a, = :^, iH=^, «.- 


A ' ^* — \;i 




bestimmt und zugleich der Kurze wegen 






X4,-fi2.=2., AA,-BU=S,, AA,- 




=S^> 


ABi^ B^^B^ — C„, A8|3 — B^Bq^ = 


C,„ AB^^ — Boi Bq^ ^ 


Ci\y 


ABt^—B^Bf^ ^ C«, -4B24 — ^02^04 ^ 


^•245 AB^"^ Bf^B^^ ^ 


Cn 



setzt» folgende identische Gleichung: 



n = AP'+•^ls,q'+:s,^r^+:sy'h^n 



+ 2C,,qr + 2C,,qs + 2C,,qt + 2C^rs + 2C^rt + 2C^st. 
Indem wir weiter durch die folgende Gleichung: 

y= Q — b^r — b^s — b^t, 
Q statt q einfähren, die drei GoefGcienten b^j d,, ^| durch die Gleichungen 

*>=%•' ^=^' *.=%*. 

bestimmen und zugieich der KOrze wegen 
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S,S.-q, Sil©., S.S.-<^. =J0., s,s.-c^. =i4e., 

setzen^ kommt: 

Indem wir ferner dorch die folgende Gleiebong: 

r =s R — d» — e^tf 
R staU r eioföbreo, die beiden CoöflBcienten «, und c« darch die Gleichongen 

bestimmen und zugleich, der Kfirze wegen, 

0.0. -^J. = S.a>„ 0.0.-OJ, s S,<1>„ 

setzeu, ergiebt sich: 

Indem wir endlich dorch die folgenden Gleichungen: 

iS 8(ait ^ einfuhren und Tniit t vertauschen, den Goefficienten ä^ durch 
die Gleichung 

♦s 

beslimmen und, der Kurze wegen, 

setzen, gelangen wir zu der identischen Gleichung: 

und somit ist unsere Aufgabe vollständig gelöset 

3. Wenn man die verschiedenen Verwaudlungsformeln zusammen- 
stellt, so kommt: 

8 = 9^dJ, 
%. {Ä = r + C3* + C4/, 

Q = y + ^a^ + ^s^ + ^i'^ 

Um, umgekehrt, die urspränglichen Veränderlichen durch die neuen aus- 
zudräcken, erhalten wir Gleichungen von derselben Form, nemlidi: 
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3. <r = R+raÄ + Y^r, 

Die 10 Coeflicieaten in deo Formelo (2.) und die 10 Coefßcienten in den 
Formeln (3.) bestfmmea sich gegenseitig gras auf dieselbe Weise. Wir 
finden (ond können hierbei überall die eich entsprechenden Bochstaben des 
griechischen und lateinischen Alphabets gegenseitig vertauschen) die fol- 
genden Gleichnngen: 
Äi = — ä^y 

7* = — -(^4— <^jA)> 
3, s — *a, 

ß, = — (*3 — *2C3)f 

Oa = ~(«2~«l42), 

C84 = («4 a^d^ (hC^ ll|*4 + ll2C3rf4 + Äi*3rf4+«iÄ2C4— «lÄj^^i«^)- 

4. Die 10 Coefficienten der Verwandluugsformeln (3.) lassen sich auch 
anoitttelbar bestimmen. Der Coefficient ^4 oder ( — d^) ist bereits in der 
Sfen Nunmer durch die CoöfGcienten der urspranglicheu Function ausge- 
druckt worden. Ohne Schwierigkeit erkennen wir aber aus der Form der 
VerwandlnngSforttielu> dafs wir hiemach 7«, ß^y a^ sogleich erhalten, wenn 
wir in dem Ausdrucke für S^j einer Vertausohung von s mit r, ^, p ent- 
sprechend, In den Marken der CoefBcienten der ursprunglichen Gleichung 
3 bezuglich mit 2, 1, vertauschen. Eiben so ergiebt sich durch Vertau- 
schung der Marke 2 mit 1 und aus dem bekannten Werthe von 73 oder 
( — c^) Jer Werth von 72 und 71 ; ferner durch Vertanschung der Marken 1 
und 0, aus dem bekannten Werthe von ßs oder ( — b^) der Werth von d^i 
und endlioh ist ai = — a|. 

6. Es giebt noch eine zweite Verwandlungs weise , die in ge- 
wissem Sinne als eine Verallgemeinerung desjenigen Verfahrens anzusehen 
ist, nach welchem bei der gewöhnlichen Discussion der fi'lächen und Linien 
zweiter 4>rdQung der Anfangspunct der Coordiuaten in den Miltelpunct 
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verlegt wird. Während die Verrahrangsweise der tten Nammer, die ihren 
Keim schon in meiner Di^cossion der Linien zweiter Classe (Entwicklun- 
gen II. Ab.schn. IL $.1.) hat, zunächst die 10 CoSfficienten der Formeln (2.) 
giebt, führt die zweite Verfabrungsweise , die ich an einem anderen Orte 
ausfuhrlicher entwickeln werde, unmittelbar zor Bestimmung der 10 Goef- 
ficieuten der Formeln (3.); und zwar folgendergeslalt. 

Wenn man die Function Ct, nachdem man in ihr / = ] gesetzt hat, 
zur Unterscheidung Qi nennt, so ergeben die vier linearen Gleichungen 

^ = 0, ^ = 0, -:P = 0, ^ = 

dp ^ dq ^ dr ' ds 

f&r die vier Veränderlichen p, q, r, s im Allgemeinen vollkommen bestimmte 
Werthe. Diese Werthe sind bezuglich o«, ß4 9 7«, ^"4. 

Bezeichnen wir ferner die Function Clj nachdem wir in ihr f =s 0, 
9 = 1 gesetzt haben, durch O3, so sind die Werthe, welche die drei linearen 
Gleichungen 

li ~ ^' dq ^^' "rfT ~ ^ 
für die drei Veränderlichen p, q, r geben, zugleich die Werlhe vmi ä^^ ßj 73. 
Setzen wir <s=:0, s=^0^ r=:l und bezeichnen, was alsdann aus 
n wird, durch Qj, so geben die beiden linearen Gleichungen 

für p und q zwei solche Werthe, welche zugleich die Werthe von 0^ und ß, sind. 

Nennen wir endlich da?, was aus der urspränglichen Function wird, 

wenn wir /ssO, 9s=0, rsO, q=^\ setzen, £U 9 ^o gicbt die Gleichung 

dp 
für p den Werth der letzten Constante aj. 

Die Resultate dieser Nummer bestätigen die Behauptungen der vori* 
gen. Umgekehrt sind wir in Folge von diesen der weitläufiigen Elimina- 
tionen, welche namentlich die directe Bestimmung der vier Constanten (%«, 
ß4i 7*» K erfordert, überhoben. 

Die vorstehenden analytischen Entwicklungen eines in verschiedener 
Absicht vielfach behandelten Gegenstandes scheinen hiernach, was Sym- 
metrie und Einfachheit betrifft, nichts mehr zu wünschen äbrig zu lassen. 

Bonn am 30ten September 1842. 

{Dit Fortsctzang folgt.) 
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23. 

Recherches sur les formes quadratiques a coefficients 

et a indeterminees complexes. 

(Ptr Mr* G, Lejcunc Dirichlet a Berlin.) 



Premiere partle 



Xjomme les recherches que novts anrons a exposer daos ce Memoire^ 
presentent par leur objet et par les rcsultats auxquels elles couduisent, 
beaacoap d'analogie avec d'autres recherches deja publiees"^), ii convient, 
avanl d'en donner on idee generale, de rappeler eii peu de mols la 
question qui a ete traitee dans le Memoire que dous venons de citer. Le 
Memoire dont il s'agit, se rapporte ä la theorie des formes quadratiques, 
theorie qui, preparee par quelques enonces de Fermat et par les iogenieases 
recherches d'Euler ei definitivement fondee par Itogrange, a re9a plus 
tard de no<ables accroissemefi(s par les (ravaux de Legendre et surtout 
par ceux de Mr. Gaufs, qui y a consacre la plus graiide partie de ses 
•,Disquisi(iones ari(hme(icae,*' en sorte qn*elle conslitue aujonrd'bui Fune des 
branches priocipales de la science des nombres. On sait que les proprit '*s 
d'une teile expression dependent surtout d'un entier qui est nue fonction 
trcs- simple de ses coefficieots et que par cette raison ou nomme le de^ 
terminant de la forme quadratique« Quoique le nombre des formes qui 
ont un mSme determinant donne quelcouqne, positif ou negatif, soit iu- 
fini, ces formes se reduisent toujours ä an nombre limite d'expressions 
distiuctes, c'est-a-dire, non-transformables les nnes dans les autres. Cette 
propriete, capitale dans la matiere^ a ete etablie par Lagrange qui a aussi 
fait coiinaitre les Operations arithnietiques, au moyen desquelles ces formes 
nou'^equivalentes peuvent etre assignees, lorsque le determinant est nume- 
riquemenl donne. Mais si ce procede suffisait pour Tobjet auquel son illustre 
auteur Favait desline, il ue donnait aucune lumiere sur la liaison generale 
qui doit exister entre le determinant et le nombre des formes distinctes qui 



*) Recherches sur diverees applications de rAoalyse infinitesimale ä la Theorie 
des Nombres. Tome XIX et XXI de ce Journal. 
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j r^pondent, et la loi qni exprirae cetle depeodance et dont la connaissaDce, 
ODtre qo'eHe devait preseoter beaucoup d'interSt par eile - mSine ^ etait in- 
dispensable poor d'aotrea recherche« 9 restatt Qnüeremeiit mconnue. Or tel 
est precisement Tobjet de la question qa'on s'est pro|M>see daos le Memoire 
cite et qn'ou y a rdsolue au moyen d^ine anaiyse dont le principe fonda- 
mental consiste a exprimer les proprilkte^ caraeieristiqüe du Systeme des 
formes non - eqni valentes repondaut- -a un-determioant quelconque, a Taide 
d'une eqnation dont Ton deB^membre8,nejOonüeiit rien qui seit relatif a ces 
formes^ tandis qae Tantre se compose de suites iufiuies donbles dont le 
noQibire est egal a celul dee formes et dont cbacone preseute dans son terme 
general Tane des ea^pressioiia quadratiques dont il s*agit L'equation ainsi 
formee renfermant utw variable assnjettie alatseule condUion de rester sa-* 
perieore a FonUe, si Ton p^u»e au cas^limlte«, oü celte variable approebo 
iodefiniment de ronite^ les seriea doubles tendent toote« vers une limite 
commune facile atassigner^ et Tegalite se transforme de maniece a fntprimejr 
le nombr« des formes par une suite infinie d'une loi (res ^simple et dont la 
somme s'obtient aisement avec. le secours des formuLes conpues. Em efleo* 
toaut celte deruiere operaiioa« on recounait que Texpression du nombre 
des formes qui repondent ä un determinant quelcooque, preseute deoi^ caa 
tres-distincts^ suivant que ce determinant est nn nombre negalif ou positiC 
Dans le premier de ces cas^ Texpression de la loi dont il sagit a un c^^ 
ractece purement acithmetiqne, tondis que pour un determinant positif eile 
est d'une nature plus compqsee et en quelque sorie mixte, puisque^ oufre 
les elements ari(hmetiques dont eile depend eile eq renferme d'aulres qoi 
ont leur origine daus cectaines equatious auxiliaires qui se presenteat dans 
la tbeoriß dos aaoations binomesi et appartieanent par cousequeut a TAlgebre« 
Ce dernier resul(at est aorto.ut remarquable et oflVe un uouvel exemple de 
ces rapports Caches que Feinde approfondie de TAnalyse oralbemaf ique nous 
fait decouvrir enlre les questions en apparenoe les plus disparaias» 

La Solution dont nous venons de^ rappeler Tidee fondameiitale« n^eni-» 
pruutant de la tUeorie des formes quadratiques que leurs propriet^s les plus 
elemeutaires et s'achevant saus dilBculte lorsqoe ces proprietes ont eta une 
fois reconnues et mises ea equation, U etait natorel de. chercber a eteodre 
les applications de ce geure d'analyse et a resoudre par sou moyen d'aufres 
questipDs aualogues mais d'un ordre plus. elevQb Les questions que Ton doit 
eoiisiderer comme teiles, sont asse£ nombretis^is ; on peut dans les rechercbes 
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de oeUe tmtnre, remplacer les funnw qaadcaliqQeo par deä foDCtions homo- 
genes d'an degre plos eleve, od peut aossi, safia sortir da «ecood degr^, 
et c'eat la |e casr dout nous noua eronimes oocupe d^abord et quo doids trat«- 
teroas exolasiveuient daus ce M6moire> oiodifier la iiatiire des foruies qua« 
draCiqoes et aopposer par exeoiple qne leurs coefficientfii aout des eoliers 
coQiplexea. On doit a Mn Gaufs lidee de eonsiderer de pareils eotiers ^}, 
et Tod sait qn'il y a e(e oondait par ses reoberebes sor les residus biqaa- 
dratiqqes , qui lui OJit fait reconnaitra que la theorie de ces residos qoi 
parait tres-compliqQee tant qu'on la rapporte aux eiitiers reels, se pre- 
aeiite aoiis oüe face bien^rdfförentet lorsqaloD Teavisage sons ee nouveao 
point de vne^ et se resotne alors datis uoe bi de xeoiptiocite d'one sim^ 
plicMe et d'uoe elegaaoe extrdmed et d'aiUeors parf^tomeut analogoe a 
Celle qoe Tou i»>niMiissait dqHus longtemps pour les residus quadratiques. 
L-JmportODee de Tidee si profoode qne nous venons de rappeler ne eoa- 
aistei pas Mulemeiit a aroener de pareilles simplificatioiis ( eile est d'uu 
iisage beaucoop plus etenda et Toa doit la cousiderer comme ouvrant ua 
nooveao ohamp aox e^ouktions arithmetiques. 

Avaut de transporter dans la (liöorie des nombres aiosi generalisee 
la qnestiou qni avait ete traitee precedemmodt^ il fallait se livrer a an 
travail prelimmaire Indispensable et ayant pour t>bjet de se rendre oompte 
des ffiodifications qae les propositions foudameoktales de la tfaeorie des ün- 
mes qoadrafiqaes doivent subir poar Stre applicables aox entiers complexes. 
Ce travail acheve, on a pa reconnaitre qae les fN'ineipes dont od avait 
feit osage dans le Memoire cite, s'appliqueut avec le möme sncces a la 
noovelle qaestion. Seulement, comme oetle deruitire est d'une natore plas 
compliqoee, les discussions que la solalion exige, preunent plus d'etendue 
^ Tod trouve par exemple que poor passer a ce qae nous avons nomme 
plas baut le cas-limite, il Guit ict 'Cvaluer uae integrale defiuie quadruple^ 
tandis qae precedemment on a'avait en a consjderer que des integrales 
doubles, se r^daisanl; d'ailleurs sar le champ a la qaadrature de Tellipse 
oa de rbyperbole* 

Blais Sans entrer ici dans d'autres details sur la marcbe de la so- 
ItttioB) nous nous bornerons £^ dire que le resultat d^fini(if est entieremeut 
semblable a celui qui repood au second des deux cas que noits avons 
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distiogaes plus haut. Oo reconnait en efiet qae poor im determinant com- 
plexe, le nombre des formear se ra((acbe generalement a la divbiou de la 
fonctioo elliptiqae complete de preiniere eapece dont le modale est ^^^ 
oa ce qui revieot aa mdme, ä la division de la lemiiiscate en parties egales, 
le diviseur oa le nombre de ces parties etaut un entier complexe. 

Oatre le resaltat dout iioas veiions d'indiqaer la nature , la qaestion 
presente deux resaltats parlicaliers (res-siugnlierset toal-a-fait inaUendus. 
Ces resaltats sont relatifs aax cas oä le deterroiuaiit est an eutier reel oa 
le prodait d'an tel eutier par /" — 1, le nombre des formes poavant alors 
dtre assjgne saus le secours des equations qai se rapportent a la division 
def fonctious elliptiques. Poar ne parier ici qoe du premier de ces deax 
cas, dout le second ne differe pas an fond, le resaltat consiste en ce qoe 
relativement a un eutier reel D, coosidere corame le determinant de formes 
quadratiques a co^fficients complexes, le nombre des formes distinctes est 
egal au produit oa au double prodait de^ deux nombres qui expriment 
combieu il existe de formes pour les deux determiuauts opposesD et — D, 
cousideres sous le point de vue ordiuaire, ces deux cas etant d'ailleurs 
distingues par un criteriam tres- simple. 

Comme les recherches dout noas venons de pr^enter Tanaljse, 
exigent des developpements assez etendues, nous avons dd diviser notre 
travail en deax parties, dont la premiere que nous pablions aajourd'bui, 
contient outre les discussions preliminaires, la Solution de la qoestiou prin- 
cipale couduHe jusqu'au point ou eile se trouve dependre de la sommation 
d'une Serie double. Nous terminons cette premiere partie par Texamen 
des deux cas particuliers mentionues plus baut, et qui peuveut dtre traites 
completement , sans qu'il soit necessaire d'efiectuer la double sommation. 
Dans la seconde partie nous acheverons la Solution generale et nous disca- 
terons en outre quelques questions accessoires telles que Celles qui con- 
cerneut la distribulion des formes quadratiques en geures, et que nous avons 
du laisser de cöte dans cette premiere partie, pour ne pas iuterrompre la 
marche des considerations qui se rapportent a la question principale. 

Quoique les propositions eleraentaires de la theorie des entiers com- 
plexes aient dejä ete exposees par Tillustre geometre que noas avons cite 
plus baut, nous avons pense qu'il pourrait Stre commode pour le lectear 
de trouver dans uue courte introduction Celles de ces propositions dont noas 
aureus a faire usage plus tard. 
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Definitioiis et theor^mes preliminaires. 

S. 1. 

Oo appelle nomhre complexe ioule expressioii de la forme a-^-bi, 
i desjgnant la gnantite imaginHire ^ — 1, et a et 6 ayant des valeurs reelles 
quelcoDqoes. Comiue il est souvent necessaire de distiugaer ie cas on Tune 
des valeurs reelles a et b s'evanouit de celui ou ees valeurs soot Tune et 
Tautre differeutes de zero, nous nommerous Texpressiou precedente monome 
ou biuome suivaüt ees deux cas. Le nombre reel et toujours positif, a''\'b\ 
le seui oas excepte ou Ton a a la fois ass 0, b s=sO, sera dit la norme 
du Dombre complexe ^-f*^'* Cettc norme o'est donc autre chose que ce 
que Ton appelle commanement le quarre du module de Texpression imagi- 
naire a'\'bu Mais comrae ee quarre se presentera beaueoup plus souvent 
dans nos reeberches que le module Ini-meme, il convieiit de lui consacrer 
uue deuomiuation speciale (eile que la precedente deja proposee par Mr. 
Gaupf, d'autaut plus que Temploi du mot module ponrraH douiier lieu a des 
equivoques. Nou? conviendrons de de^igiier la norme eii plaf ant la carao- 
teriflitique N devant le uombre complexe dont il s'agit et d*i6crire N(a + &0* 
Au moyen de ce signe on aura ees equations evidentes et qu'ou a souvent 
occasion d'employer 

Niki) ^ Nik) Nil), iV (I) = ^ . 

Dans la theorie des nombres complexes on a a considirer ees quatre 
onit^ 1, i, — 1, ^^i, dont Tune qnelconque peut 6tre designee part^, en 
supposant ^ = 0^ 1, 3, 3. 

On appelle nombres complexes associes qua<re nombres tels que 

ceux^ci 

a-i-bi, — b'\'aiy — a — bi, b — oi, 

et dont chacun produit les trois autres, lorsquon le multiplie par i, — 1 
et — i. Ces quatre nombres sont toujours inegdux a moius qu'on n'ait 
fiirooltanement £P = , 6=0. 

Deux nombres complexes tels que 

a-^rbi, a — bi 
sont di(s coujugues, lorsque Tun se change daus lautre, en remplaf ant t par 
-— t. De pareils nombres sont pareillemeut inegaux excepte lorsque 6 = 0. 
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Des nombres associes ont toojoQre one Dorme conuuaDe et la mdoie* 
cbose a lieu pour deiu; nombres conjugae^r^ 

Ce qui precede s'appliqoe ä des nombres coroplexes qaelconqoes. 

Les DODibres complexes a-^^.ßi porteut differents noms, soivant la 
natiirc des Aombres reelfii aetb qn'on an doit considerer comina les ele» 
nrente* Cn nooibr^ complexe.a-f-fti s'appelle enüer^ loraque.a et ^.aont 
Ton et l'aotre des entiers, latioimal lorsque a et i^.sonc Tun et L'antc^ 
rationnelfi^^ et irratioQiiel dans tont antre .cas* Comme les nombrea goe 
noas auroDs a coiisiderer, aeroot presqqe touioars des nombreaioooiplexes 
entiera, nous sapprimerons ^eueralement Jes adiectifa a moins que cet(e 
suppresfiiQO na poisse douoQr lien a des eqoivoqoes. 

Lorsque ralalivemeat a an eutier .eomplexe k, on a N{k) &= 1^ oa 
peat en ooDcInre que A^est de la forme i^. On voit enqore par reqoation 
fi{Jil)^=^ N(Jk)N{iy^ qne la. norme d'nn entier AA multiple d*aa autre ly 
est el|e*mtoie up multiple de celle de «ce deruier« II resuUe: de la que lea 
divisenrs d'ao entier quelcnuque m ont loi^jours :^des normes, JnCecieares oa 
(out an plus egales a celle de m» et que ce demier cas ne pent avoir lieu 
que lorsqoe 1e diviseur coinoido avec le iiombre jdout il s'agit ou ayec iun 
de-aes trois- aasncies. 

Si donc ppiu* abreg^r on nomme plus graud lu'un antre^ an nombre 
complexe donc la norme surpasse celie de ce dernier, on peut dire que les 
plus grands diviseurs d'un eutier complexe sont cet entier lui-möme et 
ses associes. 

Un entier complexe a+ii autre que t^, est dit compose, iorsqu'il 
peut se decomposo' en doqjc < ftotefats qui ne aont ui Tun ni Tautre de la 
forme J% Dans le cas contraire il s'appelle premier. 

11 est facile de voir que -des nombrea, aasoctes sont loujours simul- 
tanement des nombres premiers ou simultauement des uombres composes, et 
qu'il en est de mdme pour deux nombres conjugues. 

Si m et 7/ix designeut deux entiers complexes quelcooqaes^ on pourra 
toujours trouver uu entier complexe q tel que Ton ait N{m — m^y) <; ^iV(mJ. 
II suffit pour s'en assurer, de remarquer qu'on a 

Nim-m, <f) = Nim,) N (^ -g) 
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dt que 1i98' dcfiiz ciätiers r^6lk«<qui eatrent dans q, {leuveut toujborB £tre 



ehdisiisr de Amni^ ä dlfferer de lief paiiie r^lle de ^ 6t du coöfficient de 

t dans ceüe m^me expression« de qaantites reelles doot les valeura nuine- 
nqoes oe surpassenl pas le Do^nbre \. l\ est n^cile de fonder lä-dessns 
im procede propre h faire deeoovrir \» plua grand diviaeor commaD de 
deox entiers eomplexes m et tk^ qoelconques. On formera les equatioos 

oa lea eDtiere q, f^, ....... sont cboisis de nianiere.a. ce. qn'on ait 

08 qor aora oeceaaairemeDt^pour effet de conduire a uiie demiere equation 
oa oia^ = 0. Cela^fait, 11 suffit de paircoorir lee eqaation« podcedeates, poar 
Toir que toot diviseor commun de fii et -nii dlvise anssi les termes saivants 
m^j .... jasqu'ä'i 111X^.1 iDclosivement Si Fan cousidere eoauite les möines 
^atioDs ea sonsi^jnverse, oo voit sm le cbamp qoe recq[uroquemeDt toot 
diviseur de 111^^.1 est aussi divisear commun de m et mg^ d'od Ton conclut 
que le plus grand diviseur common obercbe est Fentier mj,^i ou Tun de ses 
asaocieffi^ et qoe dans le oaa particulier oä m et ti>i soot premiers eutre eux, 
mn^i sera toujours de la forme t^« Le procede preoedent conduit facile* 
meiit a la demonstration du ^äoröme soivaut. 

fySiy m et tnx etant premiers entre eux^ le produit mn eat dlvlsible 
)»par Uli, n sera necessaitemeut ün multiple de m^." 

fin Tertu de ce qui precede^ od aura fieoessairement m;^^i es i^ D^un 
aatre cdta commemn est suppose divisible par m^ on. conclut des equatioos 
prec^denles multiplites pär n, que les prodoit$ nisn^ m,n> .•••^ Vh^^i^^ soot 
egalement des multiples de»iiii, conclasioiis dout la demiere coincide avec 
le. resultat qu'ilcs'agit d dtablir. 

Le tbeor^me que nous venous de demontrer, ^tant entierement sem* 
blable a celui quiddans la tb^orie ordiuaire sert de base ä toutes les re« 
cbercbes sur les nombres en taiitr qa^ils sout divisibles les uns par les autres, 
decomposables en facteurs simples etc. , on en tirera les memes conseqneuces 
poor )a tbeorie des nombres complexes. 

En eohsiderant en particulier mi comme un nombre premier absolu, 
on en oonolut qtt'un pareit nombre, pour diviser le produit de deux 00 d'un 
pliis grand nombre de facteurs, doit diviser au morns Tun de ces facteurs 
De U il suit euotfre qu'on etitiär premier a plusieurs autres Test aussi a 
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leor prodoit, qu'an entier divisible par plasieurs aotres qui D*ODt pas de 
diviseur comman, pris deux ä deux, Fest aussi par le produit de ces der- 
»iers, et ainsi de suite. 

Le theoreme couna d'apres lequel an nombre reel ne peut se de- 
composer qne d'une aeule maniere eii facteurs simples reels, a aussi son 
analogue daDs la tbeorie des nombres complexes. II faut seulement, de 
möme que dans le theoreme euonce on considere tacitemeot les facteurs 
simples comme positifs oa du moins pris cbacuo avec nn sigue determine, 
en agir ici d'une maniere aoalogue. Snpposons pour cela que dans chaque 
groupe de nombres associes, on distingue Tun d'entre eux, d'ailleurs arbi- 
trairement cboisi, en Tappelant nombre primaire. Dans cette hypotb&se^ un 
entier quelconque m pourra toujours se mettre sous la forme 

m = i^abe....f 
a, h, c etant des nombres premiers primaires, egaux ou inegaux, et il est 
facile de s'assurer que la decomposition precedente est toujours uuique. 
Bn effet si on suppose encore 

a\ b\ c' etant pareillement des nombres premiers primaires, il faudra ne- 
cessairement pour que ces deux eqnations s'accordent, que a divise Tun de 
nombres a\ b\ c\ .... Or cesderniers etant premiers et primaires, a devra 
coincider avec Fun d'entre eux, avec a' par exerople. Divisant les deux 
eqnations par a et continuant de proceder toujours de la mdme manieret 
Fidentite des deux deeompositions se trouvera etablie. St, comme on le 
fait dans la tbeorie ordinaire, on reuuit les facteurs simples egaux sous 
forme de puissances, on aura douc d'one maniere unique 

m = i^ a"* b^ cy ....j 
a, b, c, ..*. designant des nombres premiers primaires iuegaux et les ex- 
posants Oif ß, .... etaut tous au moins egaux a Funite, c'est-a-dire que les 
bases et leurs exposants, de meme que le facteur i- seront completement 
determines des que Le nombre m sera donne« 

8. 3. 

Avant d'aller plus loin, il convient de recbercher les condilious 
propres ä faire reconnaitre si un entier complexe est premier ou compose« 

I. Considerons dabord un nombre binome a-^-bi, et soitiV(a-{-6t} 
=z p. Cela posC) il est facile de prouver que a-^-bi est un nombre pre- 
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mier ou non suivant qae sa norme 9 consideree sons le point de vae ordi- 
naire^ est elle-möme un nombre premier ou compos^. Observons d'abord que, 
Bia+bi est oomposOi en sorte qu'on peut supposer a + 61 ss (^+ ^OC^+^Ot 
N(c + di)>ly N(f+ßi)>U onauraJV(a + *i) = iV(c + rfi)iV(/-+^i), 
c'est-a-dire egal a ud nombre compose. Ce premier poiot etabU^ il ne 
reste evidemment qa'a prouver qoe si iV(a-f 60 = ^^ + ^^ ^^ ^^ nombre 
composö, a-^bi sera anssi compose , ponr que la proposition se trouve 
demontröe. Söit {^-{-b^ zsz mn, m et n ^tant deux entiers röels Fun et 
iWtre diflerents de Funite. Si maintenant a + ft^ et par saite auasi a — bi, 
ötait suppose premier, requation pröe^ente mise sous la forme (a +bi)(a — bi) 
SSL mn, exigerait d'apres le th^reme d^montre a la fin da §• pr6eedent| 
que m et n fussent egalement des nombres premiers, sans quoi le second 
membre renfermerait plus de facteurs simples que le premier, et il faudrait 
de plus que m, abstraction faite d'un facteur de la forme i^, colncidät arec 
Fun des nombres a+bi, a — bi^ ce qui est impossible, ees derniers ötant 
binomes, tandis que m est monome* 

IL D'apres ce qu'on vient de prouver, on voit que pour assigner (ons 
les nombres premiers binomes, tout re vient a decouvrir quels sont parmi les 
nombres premiers reels et positifs, ceux qui peuvent se decomposer eri deux 
quarres. Pour ceux de la forme 4n-|-3, une pareille döcomposition est 
impossible, la somme de deux quarres ätant touJQurs de Fune des formes 4iiy 
4it-f-l, 2. II ne reste dono que les nombres premiers 4n + l9 ^ l6 
nombre 2. Seit p un nombre premier 411-I-I9 il sera facile de prouver, qu'il 
existe toujours deux groupes de nombres premiers binomes associte ayant p 
pour norme commune. Cela resulte immödiatement du theoreme connu, d'aprös 
lequel un nombre premier 4 n + 1 est (oigours la somme de deux quarres, 
et ne Fest que d'une seule manidre. Mais nous n'avons pas besoin de 
ce tbäoreme, qui peut 6tre considöre au contraire comme un corollaire de 
la theorie des nombres complexes. Nous supposerons seulement qu'on sache 
que Fentier reel ^ peut toujours dtre choisi de maniöre a rendre la for- 
mule ^^+1 divisible par p, comme cela rösulte entr^autres du theoreme de 
Wiiscn, en vertu duquel on peut poser | =s 1.2....i(p'^l). Le pro- 
duit (^ + 0(^ — ^^^^^ ^^^'^ divisible par le nombre p, qui ne divise evi- 
demment ni Fun ni Fautre de ces deux facteurs, ou en conclut que p est 
un nombre compose. Seit en consöquence ;i s= (a -{- bi){c + di)^ a^+ b'^'^ 1, 
i^4»if^>» 1, on aura aussi p^ = (a^ + ^^) (^^ *f* ^^) 9 ^'o^ Fon conclut, le 

Creüe't Jounul f. d. M. Bd. XXIV. Heft 4. 40 
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nombre reel p'^ ne comportant que la seule decomposition p Xp ^^ deox 
factears positiTs diffi^reots de Tunite, ;> = a^-|-6^= (a + ^0(^ — ^0« ^^ ^^^ 
deux factears evidemment bioomea, a + bi, a — bi, dont la norme com- 
mune est un nombre prämier reel, seront premiers. Remarquous encore 
qne les nombres premiers a + ^<* ^t a — bi sonttoujours distincts, c'est-ä- 
dire qu'ils ne sont ni ägaux ni associes. En effet, comme a, b sont evi- 
demment Tun pair, Tautre impair, la suppositton a — &t = tV(a-|-£t) exige- 
rait d'abord t^==±l, et par suite Tune de celles-ci a=0, 6 = 0, dont 
Fimpossibilite est manifeste. On voit donc qu'il existe toajours deux groupes 
distincts de nombres premiers binomes ayant pour norme commune un nombre 
premier positif 4 n -f- 1 quelconque , et Ton peut ajouter qu il n'en existe 
que deux, car il resulte du theoreme deja cite que, si Ton suppose 
(a' + Ä'i)(fl' — 6'f)=r:(a + 60(ö — *0» chacun des facteurs du premier 
membre est necessairement egal ou associe a Tun des facteurs du second. 
Le nombre 2 qui est egalement decomposable en deux quarres, ne 
donne lieu qu'a un seul groupe de nombres premiers binomes, les deux 
nombres conjugues l + i> 1 — i appartenant pour ce cas au m^me groupe. 

III. II ne reste qu'a examiner quels sont les nombres monomes qui 
dans la theorie des entiers complexes jouent le röle de nombres premiers. 
Comme sous le rapport dont il s'agit, un nombre quelconque se trouve tou- 
jours dans la m^me categorie que ses associes, nous n'anrons qu'ä consi- 
derer des nombres monomes positifs, et comme parmi ces derniers, ceux qui 
sont composes sous le point de vue ordinaire, le sont egalement dans la 
theorie des entiers complexes, il n^est plus question que des nombres pre- 
miers positifs. Or, les nombres premiers 4n-)-l et le nombre 2 ayant deja 
ete reconnus comme nombres composes, il ne resle en definitif qu'a con- 
siderer les nombres premiers 4n'4-3, par rapport auxquels il est facile de 
s'assurer qu'ils sont ici des nombres premiers, comme ils le sont sous le 
point de vue ordinaire. Ea eflet, si pour nn nombre q de cette espece on 
avait 9 = (a + 6t)(r+rfi), iV(fl + *t)>l, 2V(c + rfi)>l, et par suite 
9* s= («2-4- J*)(c^^ ji)j il faudrait, q'^ n'etant susceptible que d*une seule 
decomposition en facteurs positifs difierents de TunitS, qu'on eut ^ = a^ -}- b\ 
ce qui est impossible, comme nous Favons deja remarque. 

IV. Les nombres complexes consideres relativement au diviseur 
l-f-'^ et a sa secopde putssance (1 + ^)^^=21^ forment trois classes, pour 
la designation desquelles il est utile d'introduire des denominations speciales. 
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Un nombre sera dit impair, lorsquil n'est pas divisible par l-f^'^ semi-pair, 
lorsqu'il est divisible par l'\-i, sans Telre par (1 + 0^ ou ce qui revient 
au mdme, par 2, et pair enfin^ lorsqirU peut etre divis6 par 2. II esl evident 
qu'un entier complexe a-^bi presentera le premier cas, lorsque les deux 
entiers r^els a et b sont Tuu pair, Taulre irapair, le second, lorsque ces 
deux entiers sont Tun et Fautre impairs, et enfin le troisieme, lorsque a 
et b sont tons deux pairs. 

y. Nbus avons deja eu oecasion de remarquer qu'il peut dtre utile 
de distinguer Tun des quatre nombres associes qui forment un mdme groupe, 
pour ie considörer en quelque sorte comme le nombre primitif ou primaire de 
ce groupe, les trois autres etant ceuses derives de celui-lii en multipliant 
par — 1, +f\ Le besoin d'un teile distinetion regime sur un principe 
invariable, se fera surtout sentir en tant qu*il s*agira de nombres impairs, 
et nous conviendrons donc de considerer comme le nombre primaire dans 
un groupe d'entiers complexes impairs, celui evidemment unique a^^-bi, 
pour leqnel on a simultanement a^l (mod.4), et 6^0 (mod. 2). II est 
facile de conclure de cette döfinition que le produit de deux et par suite 
d'un nombre quelconque d'entiers impairs primaires, est lui-mdme un entier 
primaire. Cette Convention embrasse dejä tous les nombres premiers, a 
Texception de ceux qui deri vent du nombre 2, et qui sont 1 -f" ^*> — 1 4* ^ 
— 1 — i, 1 — i. Quoique relativement ä ces derniers, le choix d'on nombre 
primaire soit peu utile, nous conviendrons pour plus d'uniformite de re- 
garder comme tel le nombre 1 -|* <** 

Etant donne un entier complexe quelconque m, on peut toujours 
concevoir la serie complete des entiers complexes, distribuee en series 
partielies, deux entiers etant ranges dans la memo sörie ou dans des series 
distinctes, suivant que leur diflerence est un multiple de m ou non. Si en- 
suite on choisif dans chacune de ces series partielles Fun quelconque des 
termes qui la composent, on aura ce que nous appelerons un sysleme de 
residus pour le module donne m. Un pareil Systeme jouit donc de la 
double propriete de contenir un lerme et de n^en contenir qu'un . qui soit 
congru a un entier quelconque suivant le module auquel il repond. Pour 
construire un Systeme de residus, tout se reduit a decouvrir quelque con- 
dition qui soit satisfaite par Tun des termes de toute serie partielle et ne 

40* 
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le 8oit que par ce seul terme, et a assigner ensuite tooa les entiers disUocts 
qui rempItaseDt la condition dont U s*agit On parviendra, par exemple, a 
uoe condition de ce genre, si Ton chercbe d'abord, ^+y^* designant le 
terme general d*une s^rie partielle donnee^ pour qnels termes de cette 
derniere y a la plns petite valeor non- negative, et si Ton choisit en- 
suite parmi cea termes en nombre infini, celui n^cessairement nniqoe oü 
a:, suppose pareillemeut non-negatif, est k son tour un minimum. Pour 
deeouvrir la nature d'un pareil terme, seit m s=l a-i-bi, et däsigiions par 
a+ßi un entier complexe arbitrairement cboisi. On aura alors pour le 
terme general de la serie partielle a laquelle cet entier appartient: 
a?+yi = (a+*i)(^ + fii) + a + 0i, x==at—iu + a, >- = */+ati + 3, 
ou / et fi designent tous les entiers reels depuis — oo jusqu'a oo. On voit 
par la derniere de ces ^quations, que les valeurs dont y est susceptible, 
sont toutes telles qu*on a y^ß ( mod. A) , h designant le plus grand di* 
viseur commun (positif) de a et b. U resulte de la que y peut toujours 
£tre egal a Tun des entiers 0, 1, 2, ...., h — 1, et ne peut VHre qu'a Fun 
d'entre eux. Seit donc yo celui de ces entiers, qui satisfait a la congruence 
precödente. Pour que y obtienne cette valeur particuliere, on aura a satis- 

faire a F^qnation 

bt + au — yo--ßj 
toigours rösoluble et dont la Solution complöte exprimöe en fonction d'une 
Solution particuliöre toy ^^y est 

z designant un entier reel arbitraire. Au mojen de ces expressions, T^ua- 
tion en x deviendra 

ou Ton suppose ä^-^b'^ss p. Comme il reste rindäterminee z dont nous 
pouvons disposer a volonte, on voit que la plus petite valeur dont x sott 
susceptible, est Fune de Celles -ci: 0^1^%....^ ^ — 1, et il est egalement 
manifeste que parmi ces derniSres il n*en existe qu'une seule que x puisse 
comporter. Ayant ainsi reconuu que dans tonte serie partielle il existe tou- 
jours un terme unique pour lequel x ei y soient resp. compris dans les suites, 

X == 0,1,2,...., -j- — 1? y = 0, 1,2,...., Ä — 1; 
on voit que pour obtenir un Systeme de residus pour le module a-^r^h on 
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n*a qo'a introdaire dans Texpression ^-{-yi, les valeurs precedentes, com- 
binees de tootes les inani^res entre elles. 

II y a nn cas particulier qui merite une attention particuliere ; c'est 
celai oü a et 6 sont premiers entre eax, le Systeme a former se redoisant 
alors simplement a la suite 

0, 1, 2, ...., p — 1, 
de Sorte que pour nn modnle m de cette natore, on peut toujoars satisfaire 
par un entier reel ^, a la congmence 

^^k (mod.in), 
oü k designe nn entier complexe qnelconqne. 

§• 5. 

Le resultat auquel noas venons de parvenir, donne lieu a plusiears 
conseqaences importantes qae nous allons rapidement indiquer. 

I. On voit d'abord qae le Systeme des residns, qui repond ä nn 
module qnelconqne m, contient tonjours un nombre de termes, exprime par 

JV(jfi), car Ott a -^Ä = jji = N(m). 

II. On peut encore assigner separement combien parmi ces termes 
il en existe de divisibles par un facteur k de m. II est en effet facile de 
Yoir que ces derniers^ etant divises par k, constitueront un Systeme de re- 

#fta 

sidus pour le module -r-y ^^ sorte que le nombre qu'il s'agit d'obtenir, 
est exprime par N(—j. 

IIL Connaissant, par ce qui precede, le nombre des termes dont 
tout Systeme de residus pour le module m doit se composer, on peut en 
conclure que, si Ton a N(m) entiers tels que la difference de deux quel- 
conques d'entre eux, ne seit pas un multiple de m^ on est des lors assure 
que ces entiers forment un Systeme de residus relativement au module m. 
Pour faire une application de ce principe, seit fi le terme general d'un 
Systeme de residus pour le module m, et designons par n et l deux entiers 
determines dont le premier n'ait pas de diviseur commun avec m. Cela 
pose, je dis que rexpression nfi-^l representera egalement un pareil 
Systeme. £n eflet, les valeurs de cette expression etant en nombre con- 
venable; il ne reste plus qu'a s'assurer que deux quelconques d'entre elles 
ne sauraient presenter une difference multiple de m. Or cela est evident, 
puisque, (if et (jif^ designant deux des valeurs dont (i est snsceptible, la dif- 
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ference /ifx'+t — (^ft"+0 est egale au produit n(jüt' — fi'^), dont le pre- 

mier facteur n^a pas de divisrear commun avec m, et dont le second n'est 

pas im multiple de cet entier 

L*expreaaioTi n|yi-|"' repreaentant un Systeme de rösidua, on voit que 

parmi les valeura que (i comporte, il y a toojours une valenr uuique teile 

que cette expression seit divisible par nt, ou en d'autres termes, que la 

congruence 

nx -^l ^ (mod. m), 

lorsque n n^a pas de diviseur commun avec m, est toujours possible, et que 

sa Solution ginärale est de la forme 

X ^ Xq (mod. 9/1), 
jTo designant une Solution particuliere , de sorte que cette congruence a 
une racine unique, en considerant a Tordinaire comme ne conslituaut qu'une 
seule racine, toutes les valeurs qoi diflerent les unes des autres de multiples 
du module. La congruence en question etant equivalente a Tequation 

nx + my + 1 = 0, 
on voit encore que la Solution generale de celle-ci est donnee par les 
formules 

Xqj Vo desigoant une Solution particuliere quelconque, et z etant un entier 
complexe arbitraire. Quant ä la r6solutiou effective de cette öquation ou 
de la congruence Univalente, eile peut s'eSectuer au moyen de ralgorithme 
employe plus haut pour decouvrir le plus grand diviseur commun de deux 
entiers complexesj mais comme nous n*aurons pas a en faire usage, nous 
ne nous arrdterons pas sur cette resolution^ d'ailleurs entierement semblable 
a Celle qui concerue les entiers reels. 

IV. Soient maintenant a,b, e, .... des entiers complexes en nombre 
quelconque et preraiers entre eux. Couslruisons des systemes de residus 
pour cbacun de ces entiers ainsi que pour leur produit in= a6ir. ..., et 
d^signons par (x, 3, 7, ••••; fi, les termes generaux de oes systemes. Cela 
pose, si relativement a cbacun des entiers fi^ nous d^terminons les nombres 
<<9 0f 7f •••• q"i en diflerent respectivement d'un multiple de a^ b^ c, .. ..^ 
ä tout entier fi se trouvera correspondre une combinaison unique de la 
forme a^ ß. 7, *..* Prouvons rectproquement que toute combinaison de 
cette espece provient toujours de Tun des entiers^ et ne saurait provenir 
que de I un d*entre eux. Cette derniere assertion est facile a jusdfier; en 
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effet si la mdine combinaisoD repondait a deux entiers fi distincls, leur dif- 
fereDce serait divisible par a, b, c, .... et par auite aussi par tn, ce qui 
est contraire a la nature du Systeme dont (x dösigne le terme geueraL 
Ayaut ainsi reconna qae les combiDaisoos qui proviennent des entiers fi^ 
sont toutes differeutes eutre elles, il suffit de remarquer que le nombre 
de toutes les combiDaisons possibies est evidemmeDt N(a)N{b)N(c).... 
i=:N(m)j c'est-ä-dire egal a celui des eutiers (ij poiir que la propositioo 
enoncee se trouve etablie. 

y. II est faeile de voir que, si fi est premier ä m, les entiers cor- 
respondants a, ß, 7, . . • • serout tous respectivement premiers a a, b, c^ . . . . 
et reciproquemeiit. Si donc relativement a un enlier quelconqne l, on 
designe par \p{l) le oombre de ceux des termes foroiant uu systeuie de 
residus pour le module t, qui n'ont pas de diviseur commun avee ee der- 
uier, on aura pour un module m, decompose en facteurs a, b, c, . ... pre- 
miers en(re eux, ^^(m) = \//(a)v/y(Ä)t^(c),.., 

VI. Nous pouvous au nioyen de la remarque qui vient d'^tre faite, 
determiner la fonction ^^(m) pour un module m quelconque* Soit d'abord 
m s= a% a designant uu nombre premier et Texposaut a etant au moins 
egal ä Tunite. Pour ce cas on obtiendra evidemment le nombre de ceux 
des termes formant le Systeme des residus pour le module m^ qui sont pre- 
miers a m, si du nombre total des termes du systöme, on retranehe le 
nombre de ses termes divisibles par a. Ces nombres ^tant le premier 
egal ä N(a*), et le secoud egal ä N(jt^''^)j (voyez plus baut L et IL) 
on obtiendra pour la diSerence cherchee, iV(a") — iVCa*""*) = (A — l}-tl"""S 
en supposant A=:N{ä). 

Apres cela il est faeile de voir que relativement ä un nombre quel- 
conqne 

m = i^a" b^c^....j 

Gf b, c etant des nombres premiers primaires inegaux, et les exposants ay 
ß, 7, •••• etant tous differents de zero, on aura 

en posant pour abreger 

N{a) = A, N(b) = Ä, 

et Ton doit ajouter que^ lorsque m est de la forme i^^ la fonction 4^{m) se 
röduit a Tunite positive. 



306 ^* Dirichlet, recherches sur lea fortnes quadratiques, 

Theorie des residus quadratiques. 

Etant donnes deax eDtiers complexes qoelconqaes k et m, le pre- 
mier est dit residu oq non^räsidu quadratique par rapport au second, 
8uivant qae la congraence x^^k (niod.in), dont Tinconnae x est pareil- 
lement consid^r^e comme complexe, est ou n*est pas possible. Pour pro- 
ceder, dans la recherche des cbaditions propres a distinguer Tan de Tautre 
ces deux cas, do simple ou compose, noas considerons en premier lieo m 
comme un nombre premier impair ^} non-diviseur de k qoi reste qaei- 
coDqae. Soit 

le Systeme des residas relatif aa modale m, k rexciusioo de celui des ter- 
mes de ce Systeme , qui est an multiple de m. Cela etant, la congraence 
(ix^k (mod.i7i), oü |x d^slgne Fan qaelconque des eutlers da Systeme (M)y 
sera toujours satisfaite par une valear uniqae x comprise dans la saite (M). 
Distinguona maintenant les deux cas diff^rents qae la relation de A: a m 
peat presenter, et sapposons d'abord qae k soit non^resida qaadratique re- 
lativement a (i. Dans cette bypotb^se, x sera toajours different de f^ d*oa 
il sait qae les eutiers (M)^ peuvent ^e distribaes en groapes compos^ 
chacun de deax termes doot le produit soit ^k (mod.m)« Or, le nombre 
de ces groupes etant evidemment ^(p — 1), ou Ton sappose pssN{fn)j 
on aara en mnltipliant 

|üi| ftj fi) . . . . ^ Ä*^"*^ (mod. m). 

Dans la seconde bypothese qui est celle de k residu quadratique par rap- 
port a fx , la distribution en groapes peut encore s'effectuer sur la suite (M)j 
apres en avoir retrancbe les termes fx tels qu*on a, fji^^k (mod.m). Mais 
comme les termes qui satisfont a cette derniere condition, evidemment tou« 
jours au nombre de deux, et tels que Tun est congru a Tautre pris avec 
le signe moins, donnent un produit ^ — k (mod-m), on voit qu'en multi- 



^) Le cas oü le modale se reduit k la forme if, ne donne lieu a aucune question, 
un entier qaelconque iiani toujours residu quadratique d'un tel modale. D est nean^ 
raoins bon d'observer que les formules qu'on va Stablir, lorsqu'on y suppose m de cette 
forme, ne donnent rien d'inexact, pour qu'on soit dispense dans les recherches geni- 
rales d*avoir egard ä ce cas singulier. 
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pÜMit ee prodoit pa^ toos Im autrei temes raogte en groopes, il viendra 

Cooune le prodoit ihihfh*'** ^ independant de rentier k, neos poovona 
le d^termiDer eo attriboant a k nne valeor parttculiere. Si Toii aoppose a 
eet effet, Ar s= 1 , ce qai se rapporte ^videmmeDt au aeoond oaa, oo tronve 
oe r^raltat 

qoi eat analogoe au theoreme eonnu de Wilson et au mojen duquel les 

eoDgrueaces precedentes, reunies en uue aeulei prenneot cette forme plus 

ainple : 

/^(P^ = +1 (Diod.m), 

Ott ü faat preodre le eigne soperieur ou le eigne inferieur ^ enivant quo k 
ett oor tfwt pair rMdo qnadratique relattveaient k m. Noua convieodrons 

de d^aigner deeormais par I — j le nombre ± 1 qui entre dana la oongrueuce 

preeödeote, de aorte qu'on aora 

***-*>= [^] (oiod-m). 

Le a^Dibole [—1 est analogue a eelui quo Lejpendre a introduit, et dont 

roaage est aujourd^bui gen^ralement adopte; mala U Importe de ne paa eon^ 
fondre cea deux genrea de notationa dont la seeondoi reatreinte anx entiera 
reela , n'exprime paa toujonra la mteie valeur que celle quo nooa venona 
de proposer; deaigne pour ce caa particulier. CTeat ce qu*on voit par 

exemple, en aoppoaant A s 2, m ss 3| puiaqu'on a alora [jj ss 1, ^J^ » «-1. 

Cette cireonatance na d'aiUeora rien qui puiaae etonneri nne eongmence 
teOe que a^ ^ 2 (mod. 3) ^ qui n*eat paa poaaible taot qoe llnconniie eet 
aoppoade röeUe, pourant admettre dea aoltttiona, loraque cette inconnne eat 
oonaiderte comme auaceptible de Taleura Imaginairea. 

Belativement a la uotation qoe noua venona d^adopter, on a cea 
deux eqoationa Evidentes: 

OU Ton auppoae k^l (mod« m), et oü k, k% k^, » • • • aont dea entiera quel- 
conqoea non-diviaiblea par m. 

Cc^le*t Journal f. d. M. Bd. XXIV. Bift 4. 41 
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NoQs allons niaioleoaut faire voir que la qoeation de aavoir et k 
est oa ii'esl pas resida qnadratiqiie par rapfM^rt a m, peot toojoura ae ra- 
mener k Qoe queatioa analogiiBy mms qui iie porte qae sur des enüera reela, 

oa en disntrea temiea, noas^dtooiiireroosf qu*ane expreaaion teile qoe |^j 

08t teojöara rMootible ä one aMre de la forme ^ ). 

Avant de mootrer comment cette redurtion peot Hre elTecto^ oosa 

remarqoerons qoe, Texprossion l~~ 1 reatant evidemment invariable loraqoe 

le nombre. fn est retnpiacc par Tun de sea associös, il aera permia de aop- 
poaer deaormais m rssz a-^biy a et b etaat rei^pectivement impair et pair. 
Cela pose, nous tratterons saccessivement le cas oh b ssO, et celoi oü b 
est different de zero. 

1 . Dans le premier de ces drax cas , oo a » ss a> a designant, 
abstraction £ai(e da aigne, un uombre premipr teel 4ii + 3. Posons de plos 

Arsssa+0^*' Pour oblenir la valeor de [ ^'*'v^M , tout ae reduit a voir si 

la eongruence 

(1) x^ s a + ßi (fliod.«) 
est ou o'est paa possibie* Si Ton y aoppoae jpss^-f*^<# <^to ^^^^ 
groenee ae d^eemposer* en cea deox eongnleoeea aioiüUaneea eqoivdentea 
qui ne eoutieoneot. qoe des eotien jreela 

(S) ^^4^^ » af 2^1^ ~ ß (moda). 
Cea demiwea etaiit elev^ aa qoarae'-et i^oottea donnent 

CO ee qui revient ao m^me, a^ + ß^ n'etant pas divisible par a, 

(3, (=1±^) = .. 

de Sorte que la possibilite de la eoo|;roence (1) snppose la condiCion (3). 
Je dis reciproqoement qoe, ai cette derniere est satisfaite, la possibilite de 
la congraeuce (1), oo ce qoi revient ao möoie^ eelle des deux conjproe»» 
ees simultaneea (2) s ensuit. Considerons d'abord le cas oo a == (mod a) 
et dans leqoel la condition (3) a övidemment lieo. On voit qo'on aatisfait 
alors a la premiere des congruences (3), en posant ^// s= ±$9 ee qoi <Aange 
lasecoude en celle-ci 2P^^±ß (mod. a)» evideimneot poasible ai le aigne 
est convenablement choisi. Reste a considerer le cas oä a n^est paa diviaible 
par a. Bd verto de la condition ( 3 ) sopposee aaÜsTaite, U existera on eutier 
reel s tel qnon ait «' = a* + 0', et par aoite (a + ß)(a— ß) = a^ (noda> 
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Ofy a n'eüuit paa divbible par a^ on conckii de ^eeUe deroiere coDgraence, 

(^-(^-±'. 

et neos observerons qo*on peut toujoura faire en aorte qoe le sigue sup^ 
lieor ait liea. En eflfet la eougrueuce eo s, d'oa neos sommes partia, oe 
contenaot qoe le qoarrö s^^ noas poavons, loraque Je aigße inferieor a liea« 

reaiplaeer s par — s, ee qoicliaiigera lea expreaaioiis Q--^)^ \~/ ^^^ 

apectlvemeot en — ("— ^)> — \^/* ^^ ^^'' ^^"^ ^"^» «i * est cooTe- 
nablemeot ehoiai, od a 

Cela aappoae, oo poorra trourer deux eotiers rieis f et u teb qv^on ait 

f = s + ßj ti" ^€^ß (mod-a). 
et par soite 

(tuf ^^^&^ ^.a\ tu^±ti (aiod.«), 
le aigoe ambigu depeudaut du choix de I et tk Ajoutona que^ lea eDtierv / 
et u poavaDt ^re paira ou {nipairs » vdoote, il aera toojoara poaaible de lea 
dioiair de mime eapece, e^eat-a-dire toua lea deox paira oa tous lea deux 
Impaira. Cela^aiti: il est fiusile de voir qQ*oo aatiafera aux cougroeoees (S) 
an aiojeir^de-ees expreaaions entierea 

(D « ?~*-^, 4. = i±^, 

oü uoua soppoaoua que lefi aigoes aoieiit choiaia eonformeoieot 4 eeloi qai 
a liea daoa la eoDgrueitee /ti ~i + cu C'eat ce doat od s'assure saus dif« 
ficulie, efi faisant la aabatittiüoM et en ayant ^ard aox cooditiooa aax«^ 
qqeUes 9^t^n aont aiipposes aaüafiEiire» 

11 reaulte de ce qoi precdde, qocf»-8i iW a j^^^^^ j ss 1, il a'iMiaoit 

AfLJilirj ^si\^ ^i 4que la r^iproque a egülement Reo. On conclot de la 

et de ee que cbacuüe des expresaion» ;irecedenlea est toojourM de la forme 
+ 1, qae, quci qne m>it Tentier a 4"ß^ non-divi^ible par le oombre premier n» 
ou a toujonrs 

On peot remarqaer que daoa le caa particolier oü IX» des eutieta e, ß 
a^evanooit, on a [^^•^-J « 1- 

41* 



IL Consideroi» maiotenaDt le eas oa U partia imaginaire de 
m SS a + bi n'est pas zero» Poor ddcider daoa ce caa si la ooDgraence 
^^a + ßf (mod.iii), est oa o'est pas possible, noos observerons qae 
d^apres oe qni a M proavö plus haut sor les residas d^on modale tel qoe 
a+bi, pour leqael a et b sont preaiiers eotre eox, ooas peavoos eonsi» 
derer x eomme reeL Cela ^tant, la cöngraence pr^eMeote est ^oiva- 
lente a reqoation ai^^a-^ßi sa (<P-f^t)(« + *t)f oo i ees ^oatiooa 
simollaoöes qat oe cootieooeDt qae des eotiers rdela 

(4) x^—a « a^— *^, —3 SS *^+ai(.. 
En lee ajoataoti aprts les avoir ooUipli^ par a et b, oo trouve 

(5) ax^^aa—bß SS p^. 

ObsenroDs sninteDaiit qae aa+^ß m saorait £tre divisible par p. Eo 
effet si cela ötail^ p diviserait aossi x, ee qoi est impossible eo verto de 
la eoogroeooe x^^a+ßi (otoda+^O» doot le premier membre est 
comoie le secoody premier a a^i^bi et par eooseqoeot aossi k p, x etaot 
reeL Cela etaot ^ reqoatioo (6) doooe 

Je dis maiotenaot qoe^ eette ^oatioo qoi 9^ ooe eoos^aeoce trte-sfaople 
de la coogroeoee x^^a+ßi (med.«!), ^aot sopposee satisfaite, la poa» 
sibilite de la coogroeoee oa ce qoi revieot aa mdme, celie des eqaatioos(4)» 
s^eosoit. Eo effet, la coodilioo (6) eotraine immediatement reqoatioo (5), 
qoi, eo y sobstitaaot poor p sa vaieor a* + ^\ w chaoge eo 

Or, a et b o'ayaoC pas de diviseor commoo, il faot qo'oo ait ß+bp ^ss 
— a^, ^ etaot 00 eotieti et par soite 0^-— a — a<pss — 6^, ^oaUoosqoi 
colocideot avec Celles dout il s*agit de proover la possibilile« 

L'^oatioa (6) pooTsot se mettre sous la forme (— ) (^^ ^ ) » li 
00 Yoit qae chacooe des deox eqoatioos 

est (oi\jours ooe cooseqoeoce oecessaire de raotre. Oe la et de ce qoe 
les expressioos qoi formest leors prrauers oiembresi soot toojoors de la 
fonoe ±1, 00 eoodot 
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Cette deniiöre egalitö peut prendre ane forme plu tinple^ ear oq a too* 
Jons(^)8si. Ea effet, reqoation tf^-f ^ s ;?, domie mir le diamp (^) s 1, 

ii Ton fait iisagß do sigue de Legendre, eteodo, comiBe Ta propose Mn 
JtuM, aox nombres compoees ^)j ei par snite, p ötaot positif et de la forme 

in+lj (-j) SS 1. Neu avoos donc, qiiel qiie roit rentier a + ßi non- 

dirimble par le nomhre premier a-f-^l^ dana leqoel 6 est pair maie diflSkeot 

de B^ro* 

II tmpoite de remarqner qoe r^oatioo (b) est tont-a«fait distincte de 
oelle qae noua venoiis d^ötablir^ et ne ee deduit noUemeot de oette deroierot 
en y fiuaant ^ w (X 

Nooe poovons mainteoaDt noas occoper de la qneation qoe Ton doit 
regarder comme la plua importaote parml cellee qne la tbeorie des residns 
qoadratiques prÄsentey et qui a ponr objet, etaat donaö an entier eomplexe 
qoelconqoe k^ d'assigner les €ariu)tires propres k distiogaer les nombres pre- 
miers impairs m dont k est resida qaadratiqae^ de ceax auxqaels cet entier 
a la relation opposee« Comme d'aprte röqoation (a) demontree plus baut» 
la qoestion proposee, lorsqne A: est nn nombre eomposey se rMoit sar le 
ehamp i des questions analogues relatives aox ftetcAirs de k, on voit qae 
neos n'aurons ä considdrer qne les qnatre bypotböses, 

*as±l, iV 1 + ^ a + ßtV 
a+ßi 6tant on nombre premier fmpair qoe nons pourrions oonsiderer eomme 
primaire i mais dans leqoel neos sopposeroos simplement quo ß , qoi peot 
d'aillenrs s'^anouir, est pair. Le premier cas ne donne liea k anouoe 
qoestion, ± 1 etant on qnarr^ Les trols antres sont r^los par les eqna«» 
tions qai suivent et dans lesqaelies le nombre premier impair a+bi est 
DareUlement tel qoe h qoi pent d'ailleors se rednire k zero^ seit pair« et oit 



*) Lies th6oremes qoi constitaent la thterie des rMdns qnadratiqaes^ eo tant 
qo*ü s*agU de nombres rtels^ fttant gineralement coonus, nous nons dispenserons d'en 
ftppeler les £poacte| loraqae oous auroos k iiuro usago de cas tbeorteies. Quant k 
Tosage du aigne do Legendr es etendn aox nombres oömposid, qoi est moina coono, 
on peot sur ce point oonaniter le compte rendn de rAcaa^mie de Berlin , Oct. 1887t 
oo le $.2 da Memoire d^ dti. R. a. d. a, eto* 
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Tom a pot^ ponr abr^eri psse^+t^i 

La preoüere da ces ^qiuUioiis se dedait 9ms difficolte, seit de Im fe flc 

k^ ^ [—1 (bkkL m) obteaoa plus Imit, soit des deox eqoatioos (6) et {e% 

«, ea raivaiit eette derniere yde^ an suppose sacoessiveoieiit ^ :s 0^ et diCr 
ferent de zero. 

Poor deiBOotrer Im mecomde ded eqomtioos {i)j 8oit d*mbard i ^sO. 
Ob m mion mm Bioyeo de reqmmtioa (^) tt d*oli theorese eouuu, 

eoBformeaieiit i reqiimtioii ^qH s'mgit d etmbUr. Soppoooom eo seoond iia«, 
^ differeot da mera. L'eqoalioD (c) doone mlars 

Paor abtenir Im ymleiir da aecand nembne» nons aaroM, racoars m r^qomiioii 
ii»üiiqwe 2p^Bp{a'{-k^+{a-^b)\ daJajaaUe on coociiit s^cc^nveiiaM 
ma Mayen da (b^^mea caonoa, 

ea qni s'mceorda egmleBaot mvee Peqnmtian . qne neos oaos propaaiani.de 
verifier. 

Lm deinoDstratian de Im troiaieBa des ^oatians (d\ ä Uqaelle neos 
mnivans mmialenmmt el qoi asprime nne lai de rectprocite entro daux ooni- 
bres preiMera inpmirs diflerenia, e'eat^m-dire ni egaox ni opposes, danna 
liea m distingiier iroia caa, he premier de eea cms est eeiai au & at ß 
sont taas las.daiuL^gmax m sero. Daus ea premier cms. Im Tarita da 
räqumtian est aridentet poisqtie d*mprea Im fanmala (ft) au m m Im faia 

I -^ 1 =ss 1 y \^\ ^s^ 1 • Cönsiderofis eo aecood iiea , le ema ao Tan des 

tiers 6 et ß 8e redmt m z^ro, et soit ß cet eotier evmnouissaot, ea qua Im 
forme avmetriqoe de notra aqaation permei evidemmeiit de sapposer. Qn ^ 
mlors en vertu des equatioua (c) et (i) et d*apres one reiimrqae d^ji fiute^ 

lifrJ = (V) - (f)' l^] = (f). 
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de Mrte qvm U verifiealion a effectner reralie de requafioo eeniHie 

(7) - (i)- 

Pesaeot enfin aa troisieme eaa ou ft et sont Fan et Fantre diffe- 
reota de xöro^ 00 appliquera la formale (c) a cbacno des deux membrea 
de reqaation qu'ii a'agit de proaver et qai devie^dra aiosi 

ea pa«aiil poiir an instaut, a^ + ß^sss m. Poar s'aaanrer de la verite de eette 
deroiöre, il suffiit de recourir a requation ideotiqae (aa+}0)^+(&ttr— ^ß)^ 
ssipw^ d'ou il suit succes^ivement, na + ^ß etant impair« 

Nons ne termineron^ pas ce S« aahs obsenrer qae tes eqoattooa (d) 
000t daea a Mr. Gaufs qdi leü a donneea ^ans demonstratioü^ du neina la 
derniere^ dann le Memoire eile plus baut. La demcoatration ^oe Qoua ve-- 
nona de developper et qui avait deja ele iodiqoee dana on Nöte Inaeree 
daiia ce Jöur tiat^ est, Covnme on voit, nne applicatiou irea - aimple des tbeo- 
r^mea (b) et (c), qui indepeudamoieot de Fusage que nona ea faiaöoa icit 
aouii aeroDt indiapenaablea pour la aolufion de la queation qiri faK le prto-^ 
cipal aujet du preaeot Metnt>ire. 

Le ajmbole [— J9 t^l qae uooa Tavona employe jmqo'ä präaen^ 

auppose que m est uo noqibre prämier impair. II arrive aoavent qa'on a 
a considerer des proiluit^ de ia forme 

oa m, m'j m'j •••• aout dea aombrea premiera impaira oon-diviaeurs de k, 
maia dVilleura ögaox od ioegaux. Seit Mssmmfmf'.... et coD^reneoa de 
dMgoer deacrmaia le produit pröcedeot aimpleaient par 

de Mrte que la valeur de notre symbole ainai generaliae» toojoura egale 
tM>it ä + 1 g^oit a — 1, u'indiquera plus soivant cea deux eaa, ai Ar eat 00 
fliest pas residti quadratiqae par rapport a M, et fera aenlenient eomiidtre^ 
si paruii iea facteur& aimpfea egaux on inegaux de M, ii y eu a au nombre 
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pair OQ liii|»ir, Momnel« k pr^seote la deinite d6 om deiot rdation» 
L'exteDsioA qua Bona Teaona dlndiqoer et qoi est entiefemeoi aeoiUabie k 
Celle qoe Mr. JmcoU a propoa^e relativemeDt ao aigne de L^endre et 
doDt IMHI8 avooa d^ji fiüt uo fr^quent usage dans oe qui pr^cMe» domie 
lieo k pluaieura A^oremes aoaloguea 4 ceux demontrte datw le f. pricödeot 
et fiicilea k dedolre de ces derniers. Oo a d'abord ^iderottieiit 



eqoations qui aiq^oseot^ la preouer^ qoe k toujoarB aaiis divtaeor omaoMni 
avec rentier impair M, tH iel qti^oD ait Ar ^ / (mod. M)^ la aeooade 
qoe k ist k' aoot precaiera a Üf ^ et enfin la trfrial&aie qae k eat premier 
aox entiers impairt Jf et M\ 

Yoici maiateoaDl lea equatioiia analogaea aus ^uatioiia (if), on 
poor Aieuz dirs, d*uiie fonne toate ideotiqae avec cea deraMrea: 

(/) Wir1-(-»)'^. [^=(-«r^. [5f^-L^ 

Daaa cea eqaatioaa Ä-^Bi et a+ß' <^o^ ^^^^ eotiera cooiplexea ioipaira 
qudeooqaes preniera eirtre eox et poar lempieiB lea coefficienta B H ß^ 
tcojoora conaidirea conuae pairs, peuveDt ae redaire a zero. Oo a tfailleara 

La premiere de cea eqoatiooa cdocidant avec la preoaire des 
^oationa (i) d^ja ^tabliea, loroqoe A-^B$ ae r^oit ao ooaihro preaNcr 
a'^bi, on yoit qoe poor a'aaaorer qo*elle a geoeralMieDt lieo» toot ae r6- 
doit a faire voir qoe, ai on la aoppose emde poor oo aonlire qoelcooqoe 
Ä -|» Bf, eDe oe ceaaera paa de aobaiater loraqoe ce demier vieot a ötre 
reaplace par le prodoit (a'^ti){A'^Bi)9a A'^B^L Nooa avooa dooc 
a fiure voir qoe la troiaieoM dea eqoalioDa 

OO Fco aoppoae ;rssa*+^9 P^^si.A'^ + B^^ est ooe cooaeqiieoce det 
deox preooerea. U aoflBt övideaimeDt poor cela, de proover qoe lea den 
eotiera rede 



/f-t .P-1 F-1 

soot toojoors de ntee e^i^e, c'eat-a-dire (ooa lea deox paira oo tooa 
lea deux iDpairs. Ceat ce qoi riaolte aar le chaaip de feqoatioo ideotiqoe 
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doit le secoad meiBbre est pair et mdine diirimble par 4^ P et p etant de 
1a forme 4a-|-1. 

Lie mdme moyeo de demonstration peot s-appliquer a la seeonde des 
^aatJoas (/*), et Ton voit qo'!! s'agira ainsi de dimontrer que !es deux 
DOnbres 

' 8 *^ 8 * 8 

Bont toujours de meme evpece. Observoiis poor cela qo'en verto de T^qua- 
tion idenliqoe 

8 8 8 ~ 8 ' 

dont le second meiohre est pair, si r et « sont des eotiers impairs, le pre- 
mier des deux entiers que neos avons a considerery est de mdaie espeee 

que tlf+- y .X-^/J-Zi-.. Mais, eomme d'un autre c6t6 deux quarres dout 

les raeines diderent d'un multiple de 8, different eux-mSmes d'un multiple 
de 16) ee demier est a son tour de meme espeee que 

8 ^ 8 ^ 

et Tassertiou avaueee se trouve etablie. 

La troisieme des equatioiis (/*) est egalement tres-facile ä etablir. £n 
effi^ d'apras rbypotheae laite sur les entiers A^^Bi^ a+0<> ils peuvent 
ae decomposer Tun et Tautre en facteurs simples ayant leurs partiea r^Ues 
impaires. Seit n Tun des facteurs de A '{'£$, et m Tun deceux de d^ßh 
OB pourra par Temploi repete des deux dernieres des equations (e)i rem* 

plaoer lexpression i^xs^l P^ "° produii d'expressions de la forme \^U 

oü tout facteur m doit dtre eombhie avec tout faeteur n. Or, si maintenaot 

on remplace tout symbole i — 1 par celui-ci I— ] qoi lui est eqoivalent 

en vertu de la troisieme des eqaaltous (tf), et que Ton effiM^ue la molti- 
plieation au mojen des equations deja citees, le premier membre de )*eqna» 
tion qn'il a^agit de yerifierY se tromrera identique au seeond. 

II reste a operer d'uoe maniere generale la reduetion qui pour le 
cas partiGulier d'un nombre premier a-i-bi, peut s'obteoir au moyeD des 

CreUe't Jonrnal f. 4. M. Bd. XXir. Utü 4. 42 
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eqnations (b) et (c) da %. preceJent. Soi( A-^^Bi un entier impair qnel- 
conqoe (J7 etaot pair et poavant se reduire a zero) et a + ßi un spcond 
eoHer assujetti a la coodition uniqoe d'^tre premier a A+Bi^ il s'a|;ira 

de reaplacer Texpression rj^^M P^ ^^^ expresaioos analogoes ue con- 

(euant que de9 entiers reels. Cooatderoas d'abord le cas ou B s^evananit, 
et celui oü il et JB n^out paa de diviseur eommaii; noas verroos easiike 
que ie cas le plus general ae reduit immediateoient a ceux-liu Relative« 
■lent aus deux caa qui vieuuent d'eire indiques, ou a respectiveneiit 

P designaot pour abreger dans la seconde de ces eqaations, le binooie 
A^ + B^. Pour deoontrer la premiere, observous quon pent j conaiderer 
A cosaie positif, les deux aieoibrea ue changeant pas lofrsqu'on y remplace 
A par — *ii* Cela pose, soit 

^ SS aa • • • • 9 y\ PJ^ • • • • f 

a, a', ••••} /y, //,••• • designant des nombres premiers reels et positifs, les 
Premiers de la forme 4n4*3, les seconds de la forme 4it-fl- 

D'apres T^quation (ft), chacun des premiers donne une equation 
teHe que 

tandis que pour cbacuu des deruiers, p par exemple, qui pent ae decom« 
poser en deux faeteurs premiers binomes (a + 'O ifl — ^0» ou i est suppos6 
pair, ou a en vertu de F^quation (c), 

L p J "" L^r+rrJ L«-6iJ ^ \ p ) \ p / -" V p h 

et par suite^ puisque — h^^€? (mod.f^}, 

Ces deux systemes d*eqaaiions etaat multiplies entre eux, dounent la fm* 
mule qu'il s'agisaait d'etabKr* 

Fassons a la verification de la seconde des equations precedeutes. 

Nous supposerons d'abord j3 = 0, cas auquel celui ou ß n*est pas Kero» 
se ramene facilement. Comme par Hypothese, A et B n'ont pas de diviseur 
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commaiiy oo pourra poser 

oü les factears du second membre desigoent des nombres premiers binomes, 
daos lesqoels b, h\ .... sont supposes pairs. L'equalion (c) donne relative- 
ment au facteur a-^-bi, 

en posant ponr abreger a*^ 4" ^^ = P* ^^ faisant le produit de cette 6qua- 
tiou et des equations aualogaes, il vieudra 

Or, lequation qa'il s'agit de prouver se reduisant par la supposition ß =^ 0, 
a Celle- ci 

flona n'avous plus qu'a demoutrer qn'on a y^ t=s 1. Mais, comme A et 
B soDt Premiers entre eax, il resuUe de T^quation ii^ + J9^s=P^ que A 
et P sont pareillement saus diviseur commun, de sorte que \-j\ = 1, et par 

Reste a considerer le cas on ß a une valeur difföreate de zero. 
On cherchera alors uu entier reel s tel qu^on ait 

* ^ a + ßi (mod. ^-|-fli), 
doot Texisteuce suit de Fbypothese admise sur les nombres A et B. Cela 
fait, on aura 

r«+/gn _ r ? ^ i 

et par suile, en vertu du cas deja demontre, 

D'on autre cöte, si Ton remplace la congruence precedente par deux Equa- 
tions äquivalentes, on reconnait sur le champ que s satisfait ä la condition 

As ~ Ad + B^ (mod. P). 
Cela itaot, cette demiere congruence donne requation 

dont la couparaisoD avec celle obteoue plus haut, donne an risoltat qoi 

4«* 
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•'accorde avec la secoade des formales (ß). II aou raste eafia k 
poser FeDtier iflip«ir A-\-Bi tout-a-faitarbitnure, si ee n'est qse immis 
aideroos toojovr« B cosiMe pair, ce ^i ne nait eo riea a la generalit^« 
Soit L le plas grand diviseur coauaaii (reel) de ^ et JB, et poooos A ss 

AL, B^B'L, AT^B'^^P'. L^expreasion \^^ daas laqiielle 

a-)-ßf o*est assojetta qo'a la seole conditioo d*dtce prnüer a A-^Bi, ae 
decoflipoeera alors daasles deox ÜM^teors 

re^ctiveBient de mdaie forme que les preoüers vmabras des eqaatioDS (^), et 
loa aora ea coasequeace : 



NoQS (enaioerons ce qoe aous avons a dire aor les r&idos qoadra» 
tiqsesi ea eonsideraBt la coagmence 

(1) a^ = k (mod.fli)^ 

ou A et ai soat des entiers eoaqilexes qoelcooqaes preoMers eatre eox et 
le secood de plos impair. Poor qoe cette eongroeace sott possible, il faot 
evidemment qu'elle piiiase sobsister par rapport a ehacon des facteora 
simples da m. Soieat 

A / > f 9 • • • • 
les noodkres preaners priamires iaegaox qoi diviseot m et seit fi fear aombre. 
II iaadra donc qo'on ait 

<*) [7] - «. 1^] = '. [p] = «. 

Je dis de plos qae, ces eonditioas aya&t lieo, la possibüite de la coa* 
graence s*ensiiit et qae le oombre de ses raciaes sera 2^, ea considerart 
k Tordiaaire comme ne eoustttaaat qa'oae seole racine^ les eotiers eu oombn 
iafiai qoi differeot les uas des aotres de auiltiples de modale ai» Coa- 
siderons d'abord la coogmeoee x^ ^b k ( mod. f" ), lexposaut eUnt aa 
uombra positif qoelcoaque. Si Tod y satislait par la snppositioa x =s o, 
et par saite par Tbypothese plus generale ar =s a -f- ff\ t etaot un ea» 
tier arbitraire, il est factie d'ea dedaire une solation poor la coogroence de 
aiöaie fsnoe, mais relative. aa modale f'^ ok Ton soppose i^k. Ea eftl^ 



• • • 
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U Substitution de lexpression de x donnant 

oü le premier terme du second membre est par fa3rpothese un entier, on 
voit que pour satisfaire k la congruence x^ ^ k (mod. f^^^)^ il reste a 

faire en sorte qu'on ait 2af ^ ^^|— (mod/Ot ce qui est toujours pos- 

sible^ a et par suite 2 a etant evidemmeut premier au module. Comoie on 

peut par ce proced^, s'elever a des exposants de plus en plus grands, ea 

partant de Texposaut A s 1 , on voit que la condition de possUulite de la 

eongruence 

x^ = k {jBXoA.f% 

quel que seit k, est la m£me que celle qui se rapporte a A = 1, et qui 

consisle en ce que 1 on doit avoir I y J = 1. Voyons maintenant quel est 

le nombre des radnes de la coagruence precedente. En conaiderant tou« 
jours a comme une de ses racines, on pourra lui donner la forme 

x^ — a? SÄ (x + aXx— a) ^ (mod./**). 

Qr, X'\'(i et X — a ne pouvant 6tre simultan^ment diyisibles par fy on voit 
qu'on ne peut satisfaire ä cette denüere qu'en supposant 

X ^ a ou X ^ — a (mod*/'*), 

ce qui ne donne que deux radnes, qui seront toujours distinctes, leur dif- 
ference 2 a n'etant pas divisible par f. 

Si maintenant Ton observe que, si Ton pose m =5 t^ /**/**'••••, la 
congruence (1) est evidemmeut equivalente a ces congruences simultauees 

X —: k (mod./'*), X =:k (mod-/^*'), • . • • 

dont cbacnne, en vertu de ce qui precöde, admet deux racines distinctes de 
la forme +a, on conclura facilement d'apres la remarque faite plus baut 
$• 6, IV, que la congruence (1) admet eile -memo 2^ racines distinctes, lorsque 
les conditions (2), necessaires pour sa possibilite, sont toutes remplies. II 
est bon d'ajouter que dans le cas ou m est de la forme t^, et ou il ii'y a 
aucune condition a remplir, le nombre des Solutions de la congruence (f) 
est toujours exprime par la formale 2^, car on a dans ce cas, fA = 0. 
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Theoremes fondamentaux sur les foimes qoadntiqaes. 

%. 10. 

Avant d'entrer dans le aujet indique par le titre, il convieot de faire 
une remarque nece^sairc poar qiie lexposilion qu^on va lire, solt consideree 
8009 80U verifable poini de yae. Lobjet do present memoire etaot pure- 
ment dieorique, noas avons dierche k resoodre les qaestiooa qoe doqs avions 
a Irajter, par les considerations qai^ theoriqoemeot parlaot, noas ont pam les 
plus simples, saus nous atiacher a reudre les soiotioos qui ea derifeDt, propres 
au calcul oomeriqoe. Pour satisfaire a cette deruiere cooditioD, U faadrait 
enirer dans des developperoeots assez etendnsi qui ne preseuleraient que 
Ires-peu dlnterdt et ne seraient d'ailleors d^aocane utilite pour lobjet qoe 
Dous avoDs en ¥ue et qui, eomme nous Tavons deja di(, est de pure tbeorie. 
Limites comme nous venons de rindiquer, les elemenls de la theorie des 
formes quadratiques a eoeflicieots et ä indeterminees complexes, peuvent 
etre presenles dans nn petit nombre de pages, si aux moyens deja eraployes 
par les illustres geometres qui ont fonde ou perfeciioune la theorie analogue 
relative aox entiers reels, on ajoute quelques principes nouveaux, qui nous 
paraissent meriter Tatteotion des geometres par leur extrdme feeondite qui 
ue sera toutefois mise dans tout son jour que par des recherches nlterieures 
que nous avons entreprises sur les formes des degres superieurs et que 
noas aureus a exposer plus tard. 

Toute expression teile que 

on a, b, c sout des enliers eomplexes determines, et x, y de pareils en* 
tiers indelermines, est ce que nous appellerons une forme quadralique binahre 
ou simplement une forme, cette abreviation ne pouvant donner lien ici a 
aueune ambiguite. II etst essentiel de suivre un ordre fixe tant par rapport 
aux indeterminees a: et y, qui seront respectivement nommees la premiere 
et la seeonde, que par rapport aux coeflicienis a, b, c, dont la designation 
iudiquera toujours la place que cea coeflicienfs occupent dans Fexpression 
que nous venons decrire. 

Les proprietes de la forme (1), dependant principalement du nombre 
D, donne par l'equalion /> = 6' — ac, ce nombre sera dit le determinant 
de la forme eo question. Dans le cas particulier ou D est un quarre , ce 



23. Dirichlefß recherches sur les formes quadraiiques. 321 

qui comprend la supposition de i9 s=: 0, la forme se decompose evidemment 

en deux facteurs lineaires a coeflicienU rationnels, en sorle que se9 pro-> 

priötes se döduisent facilement de Celles bien coonues des expressiona de 

ce genre. C^est pourquoi iious ferons toujours abstraction de ce cas par- 

ticulier« Sous cette restriction, les coefficienls extremes a ei c sont Tun 

et l'autre diflerents de zero, d*ou il suit qoe Tun d^entre eux, c par exemple, 

peul se deduire sans mdetermioation de Taatre a, da coefficient moyen b 

j» D 

et du determinant D, supposes connas, au moyen de la formule c ss • 

Si dans la forme (1) oo remplaee les indeterminös x et y, par de 
nouvelles indötermiriees x' et y'j liees aux preroieres par les equations 

(8) x = ax'+ßy\ y = 7^' + *r^ 
oü a^ 0, 7, ^ soQt des entiers donnes, eile se cbangera en cette autre 

(3) a'x'^ + 2b'xy-{-cy\ 
ou Ton a 

(4) a' = öa' + 26tt7 + i?7S b' = aaß +6(aJ+ 07) + i?y^, 

c' = aß^+240^ + rir'. 
et Ton dit alors qne la nouvelle forme (3) est eonteuue sous la forme pri- 
mitive (1). En substituant les co^fficients a\ h% & de la forme (3), dans 
l'expression de son determinant D\ il viendra 

(5) i?' = (aS—ßyfD. 
On voit aiosi qu'une forme contenue sous une autre, a toujours un 
determinant multiple de celui de cette derniere, et que le quollent de ces 
determinants est un quarre, d'oü il suit que, pour que deux formes puissent 
se contenir mutuellement, il faut necessairement que leurs determinants soient 
on eganx ou oppos^s. Reciproquement, si les determiuants de deux formes 
telles que (1) et (3), sont egaux ou opposes^ et qu'en outre la premiere 
contieune la secoude, je dis que celle-ci contieudra la premiere. Pour le 
prouver, remarquons que Vhypothese i9'= ±D, comparee a 1'^quation (5), 

donne celle-ci 

(6) aÄ — 07 = «>, 

les determinants egaux ä zero ^tant toojoors excius. Si mainlenant Von 
resout les equations (2) par rapport a x^ et y\ on obtiendra les expressions 

dont les quatre coefficieuts sont entiers, et qui, etant introdoites dans la 
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fönte (3), Im feronC evideMaent c<Miicider avec la forae (i), ce qmlL nt 
ait de provver. 

Deox fomes doot chaoBoe coDlient laiitre, aoot dites efmeaimUa. 
Qooiqoe la relalioo raotaeiie de deax foraies. expmee par cette desgaatioa» 
paisse aobsisler aoMi biea eolre deax formes a diteraiiiianis opposes qa*eatre 
deox foraiea doot les iKcermifiattts aoal egaox^ Dons neos boroeroas a 
coBfdderer le deraier de cea deax cas. 11 est ea eilet (acUe de voir qpe 
ces deax can ne sont pas esseotiellenieot diflereots, poisque» ^aat doaaees 
deax formes qoi repondeut ao prenier, il müBt evidenaieat de aialtiplier 
les (rob coefBcienU de Tune d^entre elles respectivement par I, i^ — 1, paar 
qae le groope des deox foraies reotre daos le secoad de ces deax cas. 

La defioition de requivalence ainsi restreiDie, donae eacore liea a 
oae aoarelle sabdivisioB qa*il est essealiel de prendre en eoaaid^ntkMt 
ConuBe on B D' =s D, et par softe ea vertu de reqoaüoa (6)^ 

(8) aS—ßy = +1 = f, 
floas poavoas avoir egard au sigoe doot Funite est pree^dee daas cette 
eqoatkni} uous dirons d^sotmais que la subsliiutiQn donaee par les formu* 
les (t)y et qui eliaage la fonae (1) dans la fonae equivaleate (3), est 
propre oo impropre, soiyant que le sigoe superienr oa le sigae inferieur a 
lieu dsos requatioa (8). Observons d^abord qae la sobstitotioo ioverse (7) 
qui sert a revenor de la forme (3) a la foraie (l), et qui pour le cas qui 
aous occupe, se reduit k poser 

sera (oujoors de möme nom qae eelle doot aous venoos de parier. II sofSt 
poor s'en assurer, de remplacer daus Texpressioa (8) les eatiers a, ß^ y^ S 

8 ß y a . , 

respectivemeat par — , — —• — -j, - , ce qui chaagera cette expres- 

sion en 

»S — ßr _ ^ 

Les deox substitutioas etaot de m6aie natore quaot a la distiaction qae 
nous venoos de laire, on peut transporter la denomioatioa precedente aa 
groape des deux Cormes et appeier requivalence de ces formes propre oo 
impropre suivant que la valeor de €, commune aux deux substitutions en 
qnesfioo, est -f- 1 ou — 1. 11 n'est pas necessaire pour notre objet de consi- 
derer requivalence impropre qui au reale se cbaiige toajoura ea eqnivalence 
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propre, si dao8 Tone des formes od cbaoge le signe du coefBcient moyen. 
Eo disant donc desonnais quo deox formes sont eqaivaleotes , noas enten- 
drons toojours qu'il s'agit de reqnivaleoce propre , oa aatrement dit, qa*on 
peot passer de cbacune de ces formes a rautre, par quo Substitution teile 
que (2)| Ott Ton aaj — ßyz=ii. Pareillementy quaod nous not» proposeroos 
de ^econvrir toutes les transformatioDs qui changent ces formes Foue dans 
Paotre, nous n'aurous en vue que Celles qoi satisfont a la condition prece- 
dente, et oous rejetterons toutes celles pour lesqnelles on aurait a^-^ß7 «s 
— !• Corome dans ce qui va suivre, II sera le plus souvent inutlle de 
designer les indete^minees par des lettres particulieres, nous convIendroDs 
d*indiquer une forme teile que (i), ou uue Substitution teile que (2), par 
ces Dotations abr^ees 

La notion de requivalence teile que nous venons de la fixer, donne 
lieo a ces tbeoremes tres- simples 

L Toute forme est äquivalente a elle-mdme, puisqa'U est evident 

qu*elle ne varie pas, si on lui applique la subst. (^^^ V)* 

IL Oeux formes qui equivalent a nne troisiemOi sont equivalentes 
entre elles. En efiet, si la forme f, sopposee equi valente a f^j se transforme 

en Celle -ci au moyen de la subst. (^* ^\ et si celle-ci devient a son 
tour idenlique avec f"j au moyen de la subst (^* f^» on passera 6videm- 
mem de f k f'\ si Ton fait usage de la snbst, uniqoe ( ' ^Tj, ou Ton a 

a'r a a<Ä'+ ßy\ 0'' = a0'+ 3*', 

et il ne reste plus qn'a prouver qu'on a a'^^' — ß'^y^ssl, Mais cette 
equation rösulte sur le cbamp de requation ideotiqne 

a''^'_3''7^=: (a*— ß7)(a'i'— 3'y), 
oü Ton a par hyp., ai — 37 = 1, et a'J' — 3'7' = 1« 

La subst. (^,/ g,jj qui produit le tai6me effet que les deux subst 

\ ß)^ ( 'S'/'^ employees Tune aprös Fantre, peut s*appeler convenablement 

une Substitution composee, oü il Importe de remarquer que l'ordre des sub* 
stjtutions composanles ne peut pas ötre interverti. 

CroUo*t Journal f. <1. M. Bf). XXIV. Heft 4 43 
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III. Deux fomes (ß, ^i c) et (o^, b% e') itent viipposeM e^ihrileiites» 
le plus grand diviaeor conunoii des entiers a,i,ceatl» mdoie que odai 
des entiers af^ b\ c^, et la mteie ägalite subsiste entre les deiuc groopes 
a, 2^ Cp et a\ %b\ &. 

Comme requivalence adnise suppose une truafarmaüoii teile fue 
(S), et par soite les ^oations (4), on voit imm^distement que tont diviseiir 
conmao de a, b, c, divise aussi afj b\ ef^ et Ton arrive a un r^sultat sobh 
blable relativement anx groupes o» 2^ e^ et a^ 26^ €f^ si prealableBient on 
soppose les deux membres de la seconde des dquations (4)^ inultiplies par 2. 
Un raisonoement analogue pouvant se faire en seos inversst la proposition 
dnoncte se trouve etablie. 

Nous observeroos qu'il serait inutile de eoiisid^Mr des formes {a^ 6» c) 
poar lesqoelles le plus grand diviseur commiin ^ de leors ooöfficieuts a^bf c 
dülererait de Tunite, pnisque de pareilles formes ne sont evidemment que 

des formes du d^rmfaiant -^^ affectöes du facteur entier <f. Nous siqH 

poseroDs douc tonjoors a^ b, e, libres de tout diviseur eommun} eela ^tant, 
le plus grand diviseur commun de a, 2 b, o, que nous designerons constaoi- 
ment par u), ne peut avoir que Tuoe des trois valeurs 1, 1 <f*^ ^u 2, ce 
qui donne lieu a diviser les formes quadratiques en trois espeeesi iqipelees 
soivant Fordre des cas enonoes, la premiöroi la seconde ou la troisieniey de 
Sorte que des formes equivalentes sont toi^]oors de m6me espece. 

S. 11. 

Belativemeot a r^uivaleooe des formes, fl se presente deux qoestioiis 
principales a rösoudre. Utant donnees deux fomes ayant le mdme ddtei>- 
minant et appartenaut ä la mteie espöce, on peut demaader i^ ai oes formes 
sont equivalentes ou non, et requivalenee snpposte reeonnue, on peut se 
proposer V d'assigner tontes les substitutions par lesqueDes ees fimnes se 
transforment Tune dann Tautre. Nous ne sommes pas ponr le moment en 
mesure d*aborder la premiöre de oes deux questions; mais nous ponvons 
traiter dte-a-present la secondoy en la posant comme fl soit: 

^JEUant donnees deux formes ^uivalentes ainsi qu'une transformatimi 
9t de la premiöre dans la seconde » tronver toutes les transfiwrmations 
,9 qui prodnisent le mdme eifet** 
L La question ^noncee peut se röduire a une autre plus simple et 
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qni n'est au fond qa'ane qoeslion particoliöre, mais de mdoie natore que 
la proposee. Cette qoeslion particoliere consiste a assigoer tontos les sub* 
atitutioM par lesqaelles udo forme donnee se cfaange en eile • mdme oa aotre- 
Dient dit, reste invariable qoant a ses coäffieients, Poor le proaver, seit 

la subst donnee par laquelle la premiöre f des formea donndes se obange 
dana la aeeonde f. Si maintenant Ton d^algne par 

une aubat qoelconque qui, ^tant appliqate i la forme ff reprodoiae cette 
mdme expresaion, il reaulte du $. prdcödent IL, que par la aubat eompoaee 
des precedentea, raagtos dana Tordre {%)j (1), 

oa Ton a 

f ae obange en f^. Cela poa^, je dia qoe^ ai dana lea ^oationa (4^) on in- 
troduit auccessivement toutes lea aubat. (2)9 on obtfendra tootea lea trana- 
fbrmations possibles de f en f% et de plaa qoe cbaeane d*entre ellea ne ae 
prÄientera ainai qa'nne aeale fois» Pour proaver d*abord oe demier point, 
II aaffit d'obaerver que lea ^oationa (4), en y conaiderant ^^ fi» y» ^ comme 
dea inconnuea, donnent cea valeora completement döterminifies: 

Beate a faire voir qn'il n*exiate aociine franaformation (äf ^^ de f en f^ 

qoi ne aoit contenne dana lea formnlea (4)^ en y conaiderant Ä.» tf» v» ^ 
gteeralement comme lea coöfBcienta dea aubat (2) ddfiniea plua baut 

Comme la rteolution dea ^uationa en queation a donne des valeura 
enHdrea^ et que d'un aulre cdte, on conclut de T^uation identique 

(/^e— f^i^)(a*— ß7) = Ä^*'— 0Y, 
cembinee avec Celles- cl 

aJ— ßy « 1. a^^ — ßV = if 
que Ion a aussi \^ --- ^y s= 1, tont revient evidemment ä a'assurer que la subst 

( ' ^) formee avec lea entiera \> fi, v, ^ donnöa par la rdaolution eflfbctuee^ 

48* 
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est en effet Tone de eelies qoi changent la forme f en elle-mteie. De* 
signaiit pour on iostant par %, la forme enoore ioconnoe dans iaqoeile f se 
tranaforme par la aubat dont il a'agit, od voit d*abord qoe % devient f^ 

ao moyea de la aolist (^ gj^ et qoe par mutef^ se chaoge en % au mojeo 

de la subst Inverse ^_ * ~*a)* ^^^ ^^^ ^^"^ ^'^ <^®^ demiere cbange 

aussi f en f, d'ou il soit qn*on a f^=^x^ ce qull 8*agissait de proover. 

II. Tont se rMoit donc a deconvrir tontea les substitntions (^ ^j 

par lesqoelles la forme donnte fssz(a,b,c)^ se change en elle-mdroe. 
Poor resoodre eette qnestion, il s'agira tfassigner tontes les valenrs en- 
tiöres Kj (if v^ f tolles qn*en rempla^nt dans Texpressioo 

««* + 2*d?y + ey*, 
ou ce qni revient au möme, a difförant de z^^ dans celle-ei 

X et y respeetivement par \^+l^y ^ ^^^fX^ oette expression reste 
identiqoement la m£me. Nous ferons d*abord abstraetion de la eondition 
Kq — jKvss I9 toujoors exigee dans les transformations qoe neos employona, 
et de plos neos considererons Klh^f ^ eomme snsceptibles de valeurs ration» 
nettes qoelconqoes. La question ainsi gdnöralisee nne fois rdsoloe^ il sera 
fädle d'avoir ^ard aox oonditions josqoe-U n^gligees. L'expression dont 
il s'agit, se ddcompose en ees deox facteors lineaires: 

(«a?+(*+^jD)y)(«a?+(*— irD)y), 
00 nons entendons par /^D one valeor determinte, mais qoi peot dtre ar» 
bitrairement eboiaie parmi les denx valeors opposees gentoUement eomportdes 
par on radieal qoarre. La sobstitotion indiqnöe ebange le prodoit prie^dent 
en eeloi-d: 

Desigoant poor on instant iea hoit eoeffideots par des ieltres particolieresy 
en posant p^^a, qssb^/^D, ... .^ p'^s^aK^bv+v/'D, • •••, l*äga- 
lite qo*il s'agit d'6tablir entre ees denx produits, s*ecrira ainsi: 

(px^qy)(rx+9y) = (/>'a? + ^r'y)(r'a? + ^y). 
Or, les qoatre eonstantes p, ^, r, s donntes etant evidemment tontes difie- 
rentes de zdro, les oonditions necessaures et snfBsantes poor Tidentit^ de 



ees deox expressions, exigent Evidemment qu'on ait l'^ ^^ ^=^ 1 9 et en 
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oatre S^ Tiin oa Tautre de cea deox systemes d^eqnations 

P 7' ^ ** p 7* f «* 
Si naioteoaot , soivaiit qa'il 8*agit da premier 00 du second cas, on pose 

oa Doos sopposoos ^ et 4^ rationoelSf ce qoi est pernis, les ooefficients 
pf q, .... oe reofemuiot que la aeule irrationnelle /"D, on aora respecti- 
vement 

et r^oatioD ^ — 3=^1 9 commoDe aax deox caa, prendra la forme 

(6) (tf^DytJ' = 1. 
Qoant a Taulre condilioii exprimee par deux equatioos, il sofBt d*ecrire 
pour Ton et Fautre eaa, la premidre de ees deux equations^ ceUe*ci com- 
prenant virtuellenient la secoude qai n^en difiere qoe par le aigue do radieal. 
On aora dooc aoivant les deux cas 

oa 

Bn egalant s^parement dans ees formules les partiea rationnelles et le» 
eoßffioieuls de ^D, et en resolvant enanite les equations quo Ton oblient 
ainsi| par rapport a Ä., jui, v, ^^ on troave sans iodetermination et saivant 
les deoit eas: 









V = — a^» 

On voit dono qm toates les valeors rationnelles K, fc, Vy ^ qai satisfont i 
la oondition d'invariabilite ex^öe^ sont donnees par ees deux sj^atömes de 
formales tres-simpleS| oa ^ et \|/ designent göneralement toates les valeurs 
ratlonndles simoltanees compatibles avec Teqaiition (6). 11 s'agit mainte* 
nant tfavoir egard aox conditions qoe neos avons nöglig^s, et dont Tone 
est exprim6e par Fequation K^— fiv s 1« La substitotion des expressions 
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precedentes mootro par an oalcal tres- simple, que le premier Systeme y 
satisfait, (andis que relativement aa second, od troove \ß— jxv «s — t. 
Ce dernier devant ainsi dtre rejete, il ne reste phis qo*a examiner sous 
qaelles conditions les expressions de K, f/i, v, ^, donnees par le premier 
Systeme, sont entieres. II est faciie de votr qne cela exige qoe les pro- 
daits 0)^, 0)^//^ 0) desigoant (oojoars le plus graud diviseur common de a, 
2b, c, soient des entiers. Bn effet^ comme des eqoatioos präcödentes oo 
coüclot facilement 

y = — Ol^^» 9 — K = — W^, — ft = — W^t 

on voit que, si le produit o)^, reduit a sa plas simple expressioD, avait oo 
denomhiateur autre que Tunite, ce deiiomiiMUeur serait diviseur common des 

enliers — , — , 1» ' 4^^ n^admettent pas de pareil diviseur. La cooclosioa 

obtenue pour oj^p^ s*6tend sur le champ ä (i>(^, an moyen de requafion tiP 
=zwK'\-bw^|/. Mais la räciproqoe a ägaleiueat lieu, et il est faciie de s'asso- 

rer que, si Ton fait usage de valeurs de (p et \^) telles que ^ = — , i//ss — , 

ou / et ti sont des enliers, et satisfaisant ä T^uation (5), il en resolterm 
des valeurs entieres pour Ä-t jea» v» ^« Pour le voir, substitoons ces expres- 
sions dans les eqoations obtenues plus Haut; il viendra alnsi 

(6) ^-.I>lf'BCtf^ 

/»•\ % i—bu eil . au i + iu 

Belativement a fi et v il n'y a rien a prouver, a etc elant divisibles par oo. 
Quant a \ et ^, comme leor diförence ^ — \ s , est evidemment od 

entier, tout revtent a faire voir que Tone des expressions *** ^ , v^ U ^ 



est pareillement on entier. Mais de Töqoatiou a laquelle / et tr sont sop* 
poses satisfaire, mise soos la forme LxJiiL-llJÜ --. \ ^u\ on conchit 

que le produit des deux facteurs t-^-bu et / — bu est on multiple de ot)% 
d'ou et de ce que ai ne renferme pas plosieurs nombres premiers diflR^nts, 
il suit que Von ao moins des deux facteurs est divisible par o), ce qo'il 
s'agissait de faire voir« Les formules (7), en y substituant successivement 
toutes les solutiona enti^es de requation (6), donneront douc toutes les 
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transformadons ( '^) de U forme iß, h, e) eo eile - möme , et il est d'ail- 

leors ^ident qoe cbacune de oea tranaformatioDs ne ae presenlera qa'uue 
aeole foia^ car on voit par lea deox premierea des formales en question, 
qu*i des valeurs determinees A. et jui räpondeat toojours des valeurs ägale- 
ment dötermio^ poar ^ et ti. 

Remarque. L*analyse qu! vlent de noos condoire de la maniere la 
plua aimple k la solation de la question proposäe, a en oolre Tavautage 
de montrer clairement oe qui distiogue les transformatioos propres, les seoles 
que nous ayons ä considerer, de celles qo'on appelle impropres. On voit 
eo effet qoe^ 8*11 s'agit des trausformations d*uue fbrme en elle-mdme, les 
premiöres soot Celles poor lesquelies les deux expresslons Unfaires dout 
la forme donnee peut 6tre consideree comme le produit, restent Tone et 
Taatre invariables, abstraction falte des facteurs constauts qu'elles acqnierent ; 
tandis qae les transformalions impropres qni n existent tootefois que ponr 
des formes d*aue natnre particnliere et rdpoudem alors au second des deux 
systemes d'equations obteuns plus haut, ont ponr efiet d'echHUger entre elles 
les deox expressions üneaires dont il s'agit La mdme remarque s'etend 
aux snbstitotions qui ne reproduisent pas la forme donnee, et la changent 
au contraire en iroe autre equivalente mais distiHcte. En combinant ce qni 
preedde avec le resuhat du n"" precMent^ il est facile de s'assurer que, si 
apres avoir decompos^ en facteurs lineaires la forme primitive et celle qui 
en derive, on considere comme correspondants cenx de leurs facteurs, qui 
eontiennent le radical ^D avec le mdme signe, toute transformation de la 
premiere dans la seconde, sera propre ou impropre, suivant que les facteurs 
lineaires se changent en leurs correspondants ou non. 

111. Si maintenant nous subadtnons les expressions (7) dans les 
equations (4), ces demiöres prendront la forme: 

^/ _ ai--{ba + er)u q, _ ßf — (bfl+Cfhu 

y _ yf-f(<»«+^y)^ li _ St + {aß+b8)u 

Au moyen de ces equations, on pourra donc, une premiere transformation 
\J d) ^^^^ forme (a, 6, c) en nne autre (a\ h\ e') equivalente etant 

donnöe, en dMuire toutes les transformations possibles, en supposant d'ail- 
leurs que la sohition complete de Tequation (6) soit 6galement connue. 
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$. 12. 

Lortque la forme 

doiit 11008 dodignerontf le determioant par D, et dont noos 
d*abord lea coöfBcients a, bp c, comme aosceptibles d^uo diviaeur cooiinon 
quolconqoOt obtieat une valeor d^termioee m, en y altribuaot dea valeo» 
parliculiörea r et a aux iDdetermineea ^ et y, nooa dirona qae Teotier m 
cal represefiie par la forme donuee. Nooa auppoaerona toojoora, ai noua 
n'averliaaona expreaaömeut du contraire, que lea eiitiera determinea r et s 
aoiit premiera eotre eux. Soua cette reatrictioo, «a differe toujoora de zero» 
car il eat facile de voir que l*hypothese de m &s ü, auppoae r = 0, a s 0« 
vaieura dont uii nombre qQeicouqoe est diviaeor commou. 11 a'agit maiiH 
teiiaut de dedoire lea coaseqoeocea qui reaolteut d*ane repreaeutaliou teile 
que uoua veoooa de la definir. On voit toot d'abord que, ai Tod choiait 
deux entiera ^ et o- qui aatiafmaseot a requatioo 

(2) rir — ae = l, 

evidemneot reaoloble^ et que Too applique ensuile la aabatitatum \^' M a 

la fonae (1)^ celle-ci ae changera eu celte aotre eqoivalente 

(3) (m^n,*^^, 

oii 

(4) •aas«r^ + 23ra-f-ca\ (5) « =sarg+Ä(ra*+ap) + caa'. 

Le troiaieme coöfficicot de la forme (3) etaot eotier, on concim qae it 
aatiafait a la cougruence 

(6) 9^ = (modm). 

On voit donc qo oae condition neceaaaire« qooiqoe oaUeaieBt saffisanta, 
pour quo jm puiase ^ire represeole par la forme ( 1 ), cooaiate en ce qoe D 
doit etre residu qaadraliqne relalivement au modnle aa, et qoe d*ane re- 
preaentation auppoaee connue« on peut tonjoora dedoire une racine n de la 
congrueuce (€), en aubatitoant one aolotioo qnelconqoe de requatioa (2) 
dans la formale ( 5 ). Comme reqnation ( 2 ) ndmet toojoun une infinile <le 
aoluttona, il est uainrel de rechercber comment n xurie^ lorsqaon paaae 
d*oue de ces soloiiona a une autre. Ponr j parveoir, aoit ^,. Oq aae aola-- 
liou pariicnliere et soit i^ la valeor eorreapondante de «; si maiaieaaid loa 
iiitroduit la aoluüon generale ^s^^-f-r^, cs^c^ + s^^ ou ^ deaigme am 
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Mitier complexe arbitraira^ dana ia formiile (6)| oo aara poor la valeur 

gerate da n, 

n^n^ + mj^, 

^ok Toa oondat qae las valaora aa nooilira infioi^ doot n aaC anaoaptiblai 

ftaat toQtes congraes eotre alles saivaot la raodola m, fonneot uaa maiDa 

ooiqoa da la coogruanoe (6), et roa doit ajouter qua Tarbitraira | paot 

toujoani iCra cboisia de oiaDiöra a faire coineider n avec rone qaaieonqaa 

des valaors an nombra iofinii qae Tau paot cansidarer comma aatant d'ax- 

praaatooa differante« d*ane ni£ma racioe da la coDgroance en quastioo. 

Cala etadt) noo9 dirons desormais d'uiia maoiara abr6gae, qua la 
rapr^MBtatioo da rautier m par la forma ( 1 ) , poor laqoella on a xzszr^ 
y^^s^^ß appartimi ä ta valiur n ie rexpresnon ^D (mod. m), qoa Too 
dMiiit de rdqoatioD (6), aa f sobstltiiaot daas qaeleonqoaa des eotiers q 
at & qai.aatisfoat a Tiquatiaü (8). 

La cooclusioQ qua noi|s vapaas d'obtaoir et qui conaiata eo ea qua 
)a rapresentalion x^r^y^sizs, apparteoant a la valaar n da V'D Cnod. m), 
a tODJoura poor coasequence requivalence des formea (1) et (3)^ a egala- 
naot liao aa sana ioverse. En äffet ai, sopposant röquivalence de ces der- 

aiöres» oooa dMgoona par (^ ^ Tune qaaieonqaa das aabsUtutiooa par las- 

qoallaa la pramiöra ae cbaaga daoa la aaeoude, noas aarons evideoinient 
loa aqiiationa (S)^ (4) et (A)« dont la seeonde foamit one represeutation 
qiii eo varCo des deax aatras appartient övidemaient a la valear n de /'D 
(HM^m). Je dia de plos qa*il o'jr aocane representation satisfaisant k la 
eoodition exig^e, qai ne puisse s'obtenir aiiisi aa mojen d'une transformation 
de la forme (1) en celle (S)» et qoe cbaqae representation se prösentera 
ane seale fois, c'est-a-dire qu'elle proviendra toajoars d'une transformation 
unique et determinee. Pour proaver d'abord le premier point, remarqaons 
qa*en vertu de la definition möme de la valeur n k laqaelle one represen- 
tation est dite appartenir, supposer rexistenca d*ane teile representation 
poor l'entier m, c*est supposer les equations (4)| (9) et (6), desquelles il 

riaulte sur le cbamp que la forme ( 1 }> au moyen de la Substitution T^' m» 

ae cbange an une autre du m£me determinant D, et dont les deux premiera 
ooöffieienta sont m et n. On conclut de la que le troisieme eo£ffieient est 

«* — ö 

«- 9 et que la Substitution indiquee est en effet Fune de eellea par Xw^ 

CnUe*8 Joarntl f. d. M. Bd. XXIV. Hefl 4. 44 
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fuelles la forme (1) se cfaaoge en celle (8). Quant aa secoiid point, il 
eat evident qae pour Tetabliri oo n*a qa & faire voir qoe les deux equationa 
(8) el (5)f en y consideraut r ei i comme donnea, ne saaraient dtre aatis- 
faites par plua d'un eouple de valeurs de ^ et de c. Mai« cela est manifeste, 
poisque iea equations dont il s'agit, etant r^oluea^ ddnnent cea valeurs 
completement determinees 

^ {n — b)r~c9 ^ ar^{n^b)9 

> ffi ^ m 



Oll Yoit par ce qoi precede, que pour que Teolier m puisse Ötre represente 
par la forme (1} de maoiere a ce que ces representaiions appartienoent a 
uoe valeur domiee n de Texpressioo /^/^.(iiiod. m), il faut et.il suflit q^u^ 
les formes (1) et (3j soieut equivalentes entre elles« Cetle coodition siip-^ 

posee remplie, on n^aura plus qu'a cbercfaer toutes les substitulioiis \^* ^) 

par lesquelles la forme (1) ae cbauge en oelle (3), et Ton posera x:=r» 
y s= jr. Or, les substifutions dont il s'agit ayant eie exprimees dans !e % 
pfee^derit en fonction dd Tune quelconque dTentre elles* on en conclut, si 
nous revenons maiutenant a Tbypotb^se que les coefficieuts de la forme 
(1) n*ont pas de diviseur comman^ que les represeulations cbercfaees sont 
toutes comprises dans ces d^ox equatioos 

Ott a, 7 sont resp. le premier et le Iroisieme des coeflfieients qui entrent 

dans uue Substitution {^' ^ arbitrairemeut cboisie parmi Celles qui trans- 

fornient la forme (1) en celle (3), et on / et ti salisfont generalemeot a 
requation t^ — Zlti^ = oa^ II est bon de remarqner que le resultat eat 
maintenant tout-a-fait indepeudant de la forme (3) que nous avons eu a 
considerer pour Tobtenir. Kn effet, comme j? s= a, y = 7 est evidemment 
uue representatiou particuliere comprise dans les formules precedentes et 
qoi s'en deduit en supposaut ^ = oi), ti =: 0, on peut Tenoncer eu disaiit 
que les equatious que nous venons d'obteoir, expriment toutes les represen«* 
tations apparteuant a une mdroe valeur de /^/l f mod. m), en fonctioo de 
Tune quelconque d^entre elles. 
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Les qoestions que nous avons Irailees daiis les %%. precedenla, 
s'etaDt trooTeea dependre de la aolotion de requatioo iodetermin^e 

il est temps de noas occuper de cette deniiere. Mai« pour ne pas donner 
uDe elendae deroesuree au present M^moirei 00Q9 considererons exclnsive* 
ineot le ca9 oa a> ä i, oas qai est celui des formes de premiere esp^; et 
noDs laiMerons au leöieiir qui voodräit s'exercer sur ees matieres, le aoiii 
de cbercber les modifications assez legeres quil faudrait apporter aui re- 
cberebes suivaiiles pour les reiidre applicables aux foroies des deux aotres 
especes. 

lok tbeorie de requatioo 

f^Dn" 5= 1, 
peut se dedoire d'un iemme dont voici renonce: 

j^a designant an oombre complexe irratioonel donoö, ou ponrra (ou- 
^jours trouver une infinite d'eotiers complexes simultanes r et y, tels 
9,qu'on ait 

Obserrons d'abord que, si ion satisfait a la conditioa du Iemme par le sy* 
Sterne x, y, on 7 satisrera austil pai" celai^ci i'^x, ify. Comme dans Tap^ 
plication que nous aureus a faire du Iemme, H imporle de ne pas eroptoyer 
simultauemeAt des s/slemes derivant ainsi Tun de Tautret nous eviterons 
eet inconvenient, eo ne consideraut deux sjstemes comme distinets qu'autant 
que les valeurs de N{x^^ay) qui sy rapportent sont difierentes entre ellee. 
11 est en eflet evident que pour deux systemes eomme ceux dont il vient 
d'dtre qoesiion, Fexpression JSix — ay) a (uujours la möme valeur. On 
voit encore que la eondition du Iemme se tronve remplie, lorsque, x etant 
quelconque, on a yssO, mais nous ferons pareillement abstraclion de ee 
cas, de sorle que x—^ay aora toujours une valenr irrationneUe et par con-^ 
sequent difierente de zero. 

Pour dömontrer notre Iemme, commen^ons par faire voir qn'on peut 
toujours trouver deux entiers x et y, qui satisfaisant a Finegalite propos^e, 
soient en outre tels que Ton ait 

1>i{x^ay)<A, 

A designant une quanlite positive arbitrairement choisie. Seit a cet effet 

44* 
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n on entier positif poar lequei on ait , 4 ^ 0^ 9 ^t designons par 1) Ton 

qoelcooque des eutiem conplexes dont lea deox parties, et Jentenda par 
li la partie reelle et le coöfficient de t qui eotrent dans ooe expression 
conplexe qoelconqoe, aoieat comprisea dans la aoite 

—II, — (11 — 1), ••••9 —"If 0, •}" 1 f ••••$ n — If II» 

Belativemeot a chaeun des eotiera ^ dont le uombre est ^videmmeDt 6gü 
a (2ii+l)S determinoos rentier correspondaDt ^ tel qoe les deux parties 
de Texpression 

obtieonent des valeors oon«* negatives et inferienres k Tanit^. Cela snp* 
posö, il est evident qoe, si Ton designe par 

les plus graud mokiples de h— 9 resp. contenus dans les deox parties dont 

il s'agity les entiers tiehi p et q seront Fun et Fantre compris daaa ia soite 

O9 ij J,y ••••9 2ii'~-~l* 

Or, comme avec de pareils entiers on ne pent former qo*nn nombre de 
eombinaisons distinctes, exprim^ par (2ii)% tandis que celul des expressiona 
{-— ai) est (3ii+l)S 00 voit qae Tone ao moins des eombinaisons p, q 
devra se reproduiro. Soient dono 

les deux expressions on deux des expressioiis ponr lesqnelles eette cir- 
constanee se präsente, il est 6vident qn'en formant fa dUfierence de ees 
expressions, on obtiendra, en posant 

une nonvelle expression 

dans laquelle Tentier y sera evideoinient difförent de zero, et dont les deux 
parties seront, abstraction faite du signe, inferienres a ^, de sorte qn^on 
aura 

N(x — ay)< g^ , et par snite N{x — ay) < -i, 

ce qui colncide avec la seconde des oonditlons posöes plus haut. Pour 
proaver que Texpression jV((r— ay) satisfait aussi a Tautre condition qoi 
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8it oeile do leoMie, obsenroos qae, les deox parties de / s^ii — fi\ ayant 
^idemment des valeors Daneriqaes nou^soperieares a 2ii, oo a Viü6gidii6 
N(y) < 8n\ doat la eomparaison avec celle qoe boos veiioiui d'obteoir, doane 

conformenieot & Fenooce* 

Ayaut aiasi prouve qo^ou peat (oujoars trouver ao coaple x, y, qoi, 
en ndnie temps qa*il a'accorde avee la coaditioti de Fenooce^ satiafaaae a rin- 
^alite N(x — äy)^A, oü A est d'one petitesse arbitraire, il est facile 
d*en coDclare la veritö du lemine. II sufBt pour cela d*observer que, quel 
que seit le nombre des sjrstemes qa'oD sappose deja canoiiSy on (rouvera 
un oooveau Systeme distioct des preniers, si, appliqaaot le proeede qoe 
Doos venoos d^exp^ser, ob y sappose A ig^i a la plas petite des valeurs qoe 
FexpressioB iV(x— ay) pröseate daos les^systömes aBterieuremeut obtenus. 

RemarqaoQS niainteDant qae relativenieBt a deux quaotites complexes 
qaeleouqoes r et 4f, ob a Tinegalitd coBOoe et d'ailleors facile a veriller, 

/NCr+s) < ^Nir) + /2V(*), 
les radicaux etant sapposes pris positiTemeBt. Sapposaat r sss x — ay, 
9 SB 2ay^ il vlendra 

V^N{x + ay) < /iV(x — ay) + yTN^lay) 
iadgalit^ qai au moyea de eelie do lemme, mise soos la foroie 

se ebaoge ea 

/ATCar + ay) < 2 ^Är(ay) + ^j^ . 

Cea deox deniiöres dtant aiuUipli^s eolre elles^ doBneat 

^Nix^^ify^) < 4 iT JV(a) + ^^ 
et par saite, y etaot oo eotier cooiplexe difföreut de zero de sorte que 

irJV(x^— a^y^ < 4(/"iV(Ä) + 1). 

Ob voit doBC qoe poor toos les cooples d*entiers qoi satisfoot ao lenme 
et doBt le nombre est infihi, N(x^ — a^y'^) resle au dessoos d^ooe liaiite in^ 
Taiiable. Appliqoons oe resoltat au cas oo a=z /'D, D etant un eotier 
eomplexe noa-qoarre et le radical desigaant one raeine döterminöe qoi 
*restera toojoors la möme daos ce qui va suivre. Comme daas eette hypo- 
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thöw. x^ — a^y^ ssäkiw^^-^By* BBt iin entier compleke et^'il ny» qu'an 
ttombre fini d^eotiercr don^ U' norme soit imferieiire •» une limite d^onee, 
ilfandrft iiecesMirement 4|ue « reipressi pn ^r^ — rDy^ obiieafie une iüfinite 
de fois nne mSme valeur / qui sera eyideroment diffiferente de zero, y o'etaot 
pas iiul. L'equalion j?^ — Dy^^szl, elant aini aatisfaite par un nombre 
iufiui de syslemes x^ y, on voit encore que paniii ces syatimes il a'en 
tröQvera neeessairemeuit uu nombre iliimite , pour lesqQelirJes valeunr tant 
de 0^ qne de y predeMent de» di^renoes multiple« de /• - Soü&oi 

« 

deox ^quations poar lesqneUes (ela arrive, de aoHe qu*on alt airnuitanemenl 
x^^[f y^y' X iiod. /j. I^e produit de oet eqoationa ätant . 

{xxr^Dyffr- Dixy'^yxO^ = l\ 
eV'xy — yx' etant divisible par / en vertit dea eondiliona sappowea, 
xx^'^Dyy^ aera aoaiti tia raaltiple de /> de sorie qaen diviaant par T, 
on aiira 

lea entiera / et n etant donnca par lea formales 

Nona ajooterona qo*il ne aanrait arriver qu'oh edt u ^^, Q» car H eat Caoile 
de ae convaincre qne cela anppoaerait xr'ss ±/c,j^ss±y> de aorte qoe 
lea fsyfihm^B x, y et x'^ y' ne aeraieot pas diatiacts. 

Etant ainsi assure qne reqoatiou t^ — Dv^ = t, est toujoors resoluble 
Sans qa*on sappose ci d^O, on parviendrtt uecessairemeut ä une solntion si 
Ton attribue sncceasivement a « toutes lea taleurs eotiöres dont lea nor- 
mes forment la soite croiss^ante des entiers positifs ausceplibles d'dtre de- 
composes en deux qoarres, josqu'a ce que Ton tombe sur une valeur de u 
pour laquelle Z7ti^4*l ^^^ ^S^' ^ ^^ quarrt« Cefl6 simple possibilke soflii 
pour notre objet. II exisle un algoritbme assez expediüf et analogoe a 
celui des fractions connnes, au moyen dnquel on peut obtenir loules lea 
Solutions de T^quation proposee oü philot celle de ces sohtions, qäe Ton 
doit considerer eotaime fondamenlale et dont les antres äe d^doiseut facile- 
ment : mais comme l*exposition de eet algoritlime exigerait de longa details 
qui ne sont noUement necessaires pour le but que neos avoaa en vue, noos 
ne nous en oeeuperoüs pas ici. 
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S 14. 

La poasibilite de ViquBtlon 

ayant ete etablie dans le %. precedent, il a'agira maiolenant de decoovrir 
ie lien goi exisie enlre ces solationa en oombre iofioi. CTeat a quoi nooa 
parviendroM par lea counidöralions aolvautea. 

n Observons d'abcNrd qae la double Solution Evidente ^ =: ^ 1^ uss^O^ 
est la Beule pour laqueUe Fuiie des indeteroiiiiees aoit egaie a zero. Car 
il est manifeste qae Thypotbese t^O^ est inadmisisible, D n'etani pas un 
qoarre. Pour cette Solution oo a N(t+u^Dy s=i l» et je dis de plus 
qu'elle est la seüle pour iaquelle cette equätion ait lisu. En eflet, comme 
les expressioos N{t + u^D)y N(t — u/D) out (oujoors des vülenrs re- 
ciproques Tune de Fautre, puisque Tou a N{f-^v/^D) N(e — u/D) — 
iV(/^— JDii') s=: 1, la conditioti ptSki^denfe est eqaiyaleilte k Celle -ci 

ZV(/+tt/-ö) + iV(l— HiTiD) « 2. 

Si niaiutenant Ton reuiarque que^ r et a etant des quauitit^ complexes qoel«* 
conquesy on a ideutiquement 

2V(r+a) + 2\^(r— a) = 2iV(r) + 2JV(a) 
cette derniere pourra prendre la forme 

N(t)'^Niu)N{/D) « 1. 

Or, JN^/'D) etant uae quantite egale ou superieure k Tunite, eetle equätion 
extge evidemmeot que Ion ailifssO, ou /=sO, lorsque N{D)ssi^ mais 
la derniere bypothese ne pouvant avoir lieu^ Tassertiou avaucee se trouve 
justifiee. 

!!• Je dis en secoud lien que, si pour deux ^(olutions /, ti, et t, u', 
on a N{tf ^u^ /D)^=s N^t-^u /'D), ces deux solutions sonl ou idenliques 
ou opposeesy de »orte que t'^=^±ti n'^=^ ±u, les sigues se correspondant. 
En effet il est clair que de deux solutions quelconqueä» /. ti^ et t\ u', on 
peut en deduire uue troisieme au moyen <le requalioo 

dans Iaquelle il faut egaler separeoient les parties rationnelles et les coef- 
ficients de /'D, ce qui doone 

T = tV—Duu', X) = lu' — ut. 



CoouBe relttiTameot k oette noiiTelle mIdUod oq a 



'^<^+''^^ - ^^^^ * '. 



^ par 8ui(e r « ± I9 u es 0, od cooclut f « ±t, vf tss±Uf oe qull »'«gis- 
mit de prouver* 

III Si Tou exoepte ia double soliitiooY^=::i:l , iisO, let eolo* 
tioos de requation (1) existeot (öujoura par groupes de qoatre, les ind^ 
terniinee« pouvairt Kre priMs aveo un a^fiie arbitralre. II est ivideot qua 
relativement a tto pareti groupe» rexpreirsidu t-f-irgrH a quiftte valeura 

dittiaetea expnmeee par ±x% ± — » X divigiiei^jt Vtiiie qoelconqiie d*eu(ce 

elleti Uuidb qua rexpreasioa N(f^u/D) m pr^eente qua cefa deox: ▼a«' 

lewa diitioeeea N^^,^ ^(w^ röeiproqoes Tone de Taatre. L'expreasion 

JIV(/+ir/'J!)!) D'ayaot qn'uue yalear utiique supdrieure a Tuaite paar cbaqae 
groapef oette valeur poorra aenrir a caracteriser ce groupe et a le dtetliH 
goer de tous les aatree, comroe cela resulte de v"* pr^cedeat oä Too a 
Ta qoe 1a MpposiUon iV{/-f-ir/2>) ss i\r(f +«^1^)9 ne peat avoir liea 
qoe pour den aolutiooe ideatiqaee 00 oppoeees^ oeet-a-dire apparteaaot 
an QÖoie groape. Cela pot^; nioos appelliwone groupe foadaaaeotal celoi 
paar leqoel la valeur de N(t + u\rJf)9 toujöura' aappa$^ aop6rieure 4 
roaitö, est moindre que la valeur aoatögue relative k taut autre groqie. Si 
auuutenaat Ton reourque qoe, la variable poeitive ( etapt auppoffee eroltre 

a partir de ^— 1^ la foactioo ^-f — croltra ^galeoieot i partir de la vak 

leor 2, on voit que )a dMaitioa pri6cMeofie revient k dfre que le groupe 
foadameotal est eelni pour lequel rexpreaaion 

a la plus petita valaur rap^rieure 4 2. Sota cetle forme, la dö^tioOt 
qnoiqoe la möme au fond^ a ravaotage d'^tre iad(J!p.eodante de la suppositioa 
JV(^4-ii^X))I>l, Texpressioo precedeale ayaut evideoimeot la oidaie va- 
leur pour chacnoe des quatrd solutioos formant uo m^e groupe. II est 
actuellemeot facUe d^indiquer une mötbode propre k (aire diöcoavrir le groupe 
foudameotal , eo sopposaot toujoura qu'il s'agfsse de simples posmbfHn&s let 
Bullement d'une Operation lacile aous le rapport du oalcul pratique. Ayaot 
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troQve one premiere aolutiM tp^v, et 44tenniiie U valeor oorre^pondante 
de N{t'^u/^D)f deaigote par b^ toot revient a volr qnel« aone paraii les 
oooplea d'enliera t tt u, tel« qa*on ait 

l<N(0+i^(a)Ä^(irD)<i(* + |), 

et qui soDt eTidemment ea nooibre fini\ oeun q«i satiafaifaiit a reqoatioii (1), 
doaaeut la plna petita vaieur a Texpression qui vieot d*<tre ecrile. Lea 
qoatre cooplea qoi rempliaaent cea eonditions« ocrifacident avee lea qoatre 
aolationa do groupe eherchc. 

11 notts raste a faire Toir commeol de Tone dee aolutiODs de ee 
groape Ton peut dedaire touies ies aoluüona de la propoaee. Qiioiqae eela 
paiaae ae faire au. mojren de liiee queleooqqe d'emre ellea, aoaa eoaviea- 
drrnia« pour dviter des dirtiaetiona tout->ä*fait ioatilea, de. aoaa aenrir 
oomCajnnient de Fune des deux aolotions opposaea pour leaquellea on a 
JV(l+tr/I>)>l« Neos dcsigoeroaa par T U. celle des aolatfona foada- 
nieetalea qae aoas emploierona et aoaa poaeroaa A^(T-f- ^^D) ^ss^tr^ la 
qoaatite a* ^ 1 devant ae • preaenter aoavant dana ee qui auivra. 

f V. Cell poaei je dia qae lontea lea aolatlon» de rdquatioa (1) 
aoat doanees par la formule 

(2) t+ff/H = ±(r+ V^rD)\ 
aa il fiuit amployer aucceaaivcment chatun dea deax isignea at attribuer k 
rexp^aaat n toatea lea valaura eniidrea depuia — <fo joaqu'a 004 et de plaa, 
que ehaqae aolution eat contenue d'une aaale maniere dana ettU^ eqaation, 
c!eat««a«'dire qa*eUe ri^pond tonjoura a un aigne et a un exposant d^tamii- 
aea^ U eat aana dout^ inotile d-aJou(er qoe pour faire uaage de la for* 
nmle (S)» d faot egaler aaparement lea partiaa rationneiiea et lea eofiffi* 
cienta de ^D, aprea avoir develeppe le aacond membre^ tnia pr^alableaieat 
aoua la forme ± {T — U^Dy\ lorsque n est n^gatif. 

1^« n cat d'abord: facile da prouver que lea entiera t^ u donnea 
par la formtile (2)^ aaiiafont en effet a requation (1)« II auffit pour cela 
de remarquer que T^ation (8) aubaiate i^galement loraqu'en jr reoiplaee 
/'D par —/*/>> et que T^quation aiaai modtfi^, etant nialtipli^e par 
requation primitive t donne precisement requatioa (1). 

t\ PoQr faire volr en aecpnd lieu qu*il fCf a auoune aolution de 
lequation qui ne «oit comprtse dana la formule (.£)% poaona pour un in- 
atant, tn^VHV^D^{T^Ü/D)\ L'equatlon («) eat alora äquivalente a 

CreUes Jooraal ' d. M. Bd. XXIV. Heft 4. 45 
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ces deox eqaatious siroultanees, ^ss +/„, ti ss +ii^, lea sipies etaot arbi- 
trairea, mala egaux daos les deox eqoatioDs. Obaervons maintenant qae^ 
comme la puissaiice (N^T-^ U/'D)y^ssa^ croit constanmieot depais la 
valeor zero jusqu'a uiie valear iitfiaie^ loraqoe Texposant n croit lui-mdine 
depuis — oo jaaqu^a oo , il faat necessairemeot qae reiativemeut a une So- 
lution doDoee r, v quelconqoe, on ait 

N(r + V)rD)=z(r\ oa o-" < 2V(r + u /•!>)< <r"-^*, 
Texposant n ayaot une valenr unique et determinee. Dana le premier cas 
oa Ton a JV(r+t>/^) = -^('« + •««1/^^)» on conclura en vertn du n* II, 
r'=±t^f u=3±tin, ou te signe qui doit dtre le mdme pour les deux 
eqoations, est completement determine, rentier donne r ne poovant se r^ 
doire a zöro. On voit donc que pour ce premier cas, lä Solution donne9 
r, V est comprise dans requation (2) et repond a un exposant et a on 
signe entiörement deterniines. Reste k considerer la seconde fajpotbese; In 
double iuegalite qui s'y rapporte, etant dlviseA par o^, se chaogeen celle-ci 

en vertu de laquelte ta nouvelle Solution r\ *v' donn6e par la formale 
r' + ü V^ = JJ!"^% y satisferait a la condition 1 < Nir" + u' jTD) < 

iV(T+ V^D)^' 06 qui 9s( imposaiMis cetfe derniere ine^lit^ etant eo coo^ 
tradiction avec la definilion dn groope fondftmefitak Le second em ne 
pouvant avoir lieii, la^ proposition se trouvee '^Mie. 

V. L'eqaatiou ( 1 )- presenle deux ca^ partieuliers qui m^ritent mie 
uiention speciale comme devant donner lieu plus tard ä nue application trto» 
reinarquabler cea oas so^l ceux oü/> est an entter reel ou le prodoit d'un 
lel entier par i. Comme dans la theorier Aen nombres complexes, requatkM 
(JJ ne differe pas esseutiellement do Celle oü D est remplace par la valenf 
opposee, noas poovons tonjours conifderer eommd püsittf Fentier reel dont 
il vieul d*etffie questioii. 

l^ Consid^ns en premier lieu le cas mt D est r^l et positif etr 
snpposona le radical V^D egalement positif; 11 est evident qae, si dan^ la 
cas dont il s'agit on satisfait a requation ( 1 ) par les valears, f esa-f^ßl, 
tu a= «y-f-^i, on y satisfera aussi par Mlles-cr, f ssa-^-ßi, % = 7 — Sü 
Or, ces deux solotions dennant dvidemment la mdme valeur pour raxprea- 
sion N{t + u^D'), elles sont neeessairement identiques Ott oppos^s, de 




UL Dirichl0tß reehtreitet sur leg formet quadraÜqueM. 34| 

eorte qo'on aara 

et par saite oa ß s» 0, ^ ss 0; oa a = 0, y ss 0. On voit doDC qae / el n 
aont oa Fun et Taatre des entiers r^els oa Fun et Taatre de tels entiers affeetes 
da iactear L II resulte de la, et ea ayaot egard k la formale (2), qoe, ai la solu- 
(ioB foodamentale ae trouye daas le premier caa, T^quation ( I ) n*a qae des so- 
iotioiis reelles, taudis que pour ane solotioa fondamentale imaginaire, ies sola- 
tioDs de FequalioD (1) sont ea partie reelles, en partie imaginaires, Ies premieres 
repondant a des valeors paires et Ies deroieres ä des valeors impaires de 
Texposant; et si Tod observe que toote solotiou imaginaire de reqaatioD (1) 
doane sar le champ ane solation reelle de celle-ei i^ — Dü^ =^ — 1, et 
reciproqoemeHt, on peat dire que la solutioa fondameutale presentera le 
aecond oa le premier des deux cas iudiqaes, suivant que Feqaatioa t^ — Du^ 
SS' — 1 , admet des solntious reelles oa nou. Remarqnons eneore qa'en verta 
de la conditiou N{T+ U^D)^\ a laquelle la Solution fondamentale est 
toujours supposee satisfaire, il est evident qae dans le premier cas T et U, 
et dans le second T|, ü^ (en supposaut Tz=s, T^i, 17=: 17^ t) 8ont toujoars 
de Bidme signe, de sorte que nous pourrons toujours considerer ces entiers 
comme positifs, Tinegalite precedente laissant le choix eu(re deax solations 
fondamentales opposees. Cela pose, on voit qae, si dans le premier cas 
on n'a en vae que Ies soIutions positives de Tequatioa (1), il faadra dans 
la formale (2) adopter le sigue superieur et n'altribuer a n que des valeurs 
pareillement positives. La formule (2) ainsi restreinte donne evidemment 
des valeurs d'autant plus grandes pour le binome i'\-ti/'D, et par suite 
pour ckacun des entiers f et u, qui ea vertu de T^quation (1) croissent 
toujours simultanement ; qae Fexposilnt n est lui-ni6me plus grand, d'oü il 
suit que Ies deux (dtmes de la Solution fondameutale T, ü sont Ies plus 
petits entiers positifs qui resolvent Tequation ( 1 )• II serait egalement fa- 
crle de faire voir que dans le second cas, T|, Vi sont Ies plus petits entiers 
positifs qui satisfont a requation T — Dn^ ^=i — 1, mais il sera plus com- 
niode pour notre objet de n'employer que Feqnation ( 1 )• Observons donc 
que pour obteuir toutes Ies soIutions positives de cette derniere, il faudra 
apres avoir pose dans la formule (2) T= Tii, 17 a» I7|f, remplacer n par 
!2n et supprimer eiiisuite la £acteaf ±(^-*-^l)^ On obtieot ahm t-^u^D 
s=s {Ti'\-Ui^Dy% et Fott voit alor» que la plus peliCe sohiiioii positive de 
Fequation (1) est donnee par la formule t'\-u/^D^=(Ti^üi/'D)K 

43* 
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Bn designant doDC gönirmlemeDt par r» u les plus petita eotiera 
poaitifa qui reaolveot T^qualioa (1), oti aura suivant \t% deux cas 

Cea deax formulea peuveni £tre röunias dana eette fdrroole utiiqoftt 
daoa iaqtielle k dasigne le iiombre 1 ou le oombre 2, auivaat qua reqaaiion 
t^ — Du^ ^:=^ — 1^ admet des aolutiona reelles eu n'en admet paa« 

(3) (T = A^(5P+ U/D) ^^ ir-^vyTDy. 

S"*« Poar traiter raotre eaa, aoit D s:^ D'i, D' ^tant poaitif. 11 eat 
faeile de voir qne, ai Ton aatisfait bXot» a reqoatioii (1), en posant < = 
a + 0^ tt — 7 + ^^'^ Ott y aatisfera pareilleraent eu posanl < s» a — 3^ 
u sss ^^^i. Or, ces deux aolutions donnant evidemmeut la mßme va- 
lävr poor Fexpressioo N{t) 4- N(u) N^yD) qui, d'aprea ce qu'on a tu ploa 
baiity peat aerTir a caracteriaer lee diflferetica groupea de aoluiiona, oo Toit 
qoe les soluKons pr^cödeiitea appartienue&t au in^nie gronpe. On a donc 
^-|.yt\=s +(y+Ü) et par con^equeht ^==+7. Comme en vertu de ce 
rösultat u eat toujours diviaible par 1 — i, ai iioua poaona daoa requation (1), 
liÄs(l — 0«S t — t^y eile prendra la forme /^ — 3Z>'ti'^ « 1, et dous 
retombon» aur le ca<» dej4 traite* 11 tsi faeile de conelure de la que Tax« 
preaaioti & tsz N{ jP+ V /^X^), toujours aupposöe auperieure a ruiiile, est pour 
le caa dont noua uous occupont, donode par requation 

( 4 ) <r = 2V(:ar + I7/Z>) == (t + 1^ /2 DJ, 

r et V döaignant les plus petita entiera poaitifa qui resolveut lequatioii 
tf^-^^D'uf^ SS 1, et a ayaut la valeur 1 ou la valeur 2, suivant que Tequa« 
tion t''^ — "iD'u^ s= — 1, edmet des aolutiona reelles ou neu. 

%. 15. 

La tbeorie de Tequation V-^Du}z=^ii etant maiiiteuant oonnue, 
noua pouvona reprendre les questiona dejä traitees plus hqut et en aebever 
la aolution, en noua boroant^ comme nous en avoiia döja averti, a conaide- 
rer des formes quadrafiques qui appartiennent a la premiere espece* 

I« Nous noua occuperons en premier lieu de celie de cea questiona, 
qui concerue les representations d'un entier donnä m par une forme (a, b, c) 
egalemenl donnee. Supposons que m seit ausceptible d*£(re repr6aent6 
par la forme dont il sagit, et soient orc^a, y^=lj des valeura parti- 
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culi^res et premtire« entre elles, teile« que la i^aleur corretpoDdaote de la 
forme aolt 6gale k m. Cela poaö, fl resuUe du 8*12, qoe toutee tes re« 
pTdaentations appartenant a la mdme valeur de Texpression ^D (mod. m}^ 
k laqueUe appartient la representation particaliere dont il s'agit, aoat don- 
neei par «eea deox ^quattona: 

X = a/— (Aa + ö'V)*'/ y — 7' + (Äa + 5v)^> 
Ott il faut «obstitaer toutes tea aotutiona de reqaalion i^ — JDti^ = l. Lea 
eqoatioos precedeotea, etant resp. multipli^e^ par e et 6-|-v^^f ^^ enaoite 
ajotttiea^ doiiuent ce r^^uiiai Iris ** simple 

qul au moyep de Tequation ( t ) du S* 14« ae change en 

fla? + (J + ^2>)r==±(ffÄ + (*+//>)7)(T+I^/"i>r. 

Seit pour abreger, N(aa + (i^yr^)y)^==^ ^f et corame dana le $^ 
eite, iV(T+ U/'Dj ^=^ c^U Cela poae, ai Ton prend lea normea de» 

■ 

deux memlires de requatioo precedente^ on en eonelora: 

N(ax + (ft + ^D)y) =^ Att, 

oa il importe de remarquer que cbaqae vaieor de A^(irx4-(& + /^J')x)9 
doiifiee par cette deruiere ^qaatiou, ae presentera deux foia dans la tolalite 
dea repreaentatioua qoe npaa coiiaideroos et que pour abr^ger, nooa nom- 
merons deaorniais .un gronpe de represeutations , eomme cela resalte evi» 
deoimeut du double aigoe contenu dans requation precedeute« et que le 
passage des nombres a leurs normes a fait diaparattre. Ob&^ervoua encore 
qoe, si k designe une coustante posicive arbitrairement cboiaie, rentier 
reel n qui doit croUre depuis «— oo juaqu'ä oo, obtiendra evidemment une 
valeur et nen oblieudra qu'one seule qui aatisfasae a la double coodfCion 

k<^A(r^ ^ktr. 

Od eonelut de la qoe dans tout groupe de representations , ou en d'autres 
termea, qne parmi lontes les representations qui apparliennent a une jnirne 
valeur de Texpreasion ^D (med. m), il en existe toojours deux et qu'il 
n'en existe que deux pour lesquelles oo ait 

* < üiax + (6 + Z"^)/) < Ara-i 

et il est d'aiUeurs manifeste qui les deux representations partleulierea dont 
H s'agit et qui varient avec la eonstanle k^ sont ioujours telles que, Tune 
etant exprimee par lea formniesi: rs^rj y=^9p Fautre le aera par Celles- 
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eil x^ss, — r, y=s — «» Le r^uitat qoe nous veoons dobteoir^ va noos 
foarnir an moyeii tres-sisiple de d^ider 1^ si on entier donoe m peut 
dtre represeote par ane form« egalement doiioee {a, b, e)j oa uod, et V 
d^aasigoer dans le premier de ces deax ca9, (oule^ lea represeotatioDa doot 
Hl est 809cep(ible au moyen de la forme dont il a'agit. Oo voit d'abord 
que la queatioD propoaee revient a examiiier si Too peat satisfaire ä eea 
deax cooditions simuUaoees 

(1) ax^'\^2bxy + cy^ =s wi, 

(2) k<N{ax + {b + ,rD)y)<k<r, 

par des entiers x et y premiera entre eox. Si cela n^eat paa poasible, od 
aera asaure qoe m n'est paa saaceptible d'dtre represeote par la forme 
doooee. Daos le cas cootraire, oo trouvera u»e ou plosieurs doobles re- 
preseotatious telles que x ssz ±r, y = ±8; ar = +r', y= +*V etc., qui 
appartieodront ä autaot de groupes disliocts, et Too obtieodra tootes les 
represeotalioos cherchees, si daos les deux equatioos rappelees au commeo- 
cemeot de ce $., oo pose successivemeot ct^^r, 7 = «; a = r', 7 = ^/ etc. 
Reduite a ce poiot, la qoestioo oe preseote plus aocuoe difBcolte, 
car il est facile de se coovaiocre, que, pour que les eotiers x et y pnia* 
aent aatisfaire aox cooditiooa simuUaoees (1) et (2)^ leurs oormea doiveot 
£tre comprises eotre certaioes limites faciles a assigoer, de aorte qoe 
Texameo qu'ii s*agit de faire, oe doit porter que sur uo oombre limite de 
combioaisoDs x, y. Eo etfet, si aprds aToir multiplie par a Fequatioo (1), 
00 prend ies uormes de ses deox membres, il vieodra 

Niax + (b + ^D)y)Niax + {b—yrD)y) = Niam). 

Cette equation etaut comparee avec la double ioegalite (2), 00 eo eoo- 
clora Celle -ci 

et par suite en ajoatant oeüe derniere et Tiaegalite (S), 

II e8t facile de voir qoe les eotiers x et y, et a plus forte raisoo les eotiers x 
et y, preioters eotre eux qui satisfoot a cette double ioegalite qui est ooe cou- 
aequence uecessaire des deux cooditioiis(l) et (2), oe preseoleut qu*uo oombre 
limite de combioaisons faciles a foroter, et loo poorra dooc toojoors decider 
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81 paraii ces entiers simultatie.'i ii en existe qut remplissent les deux coik 
ditions dont il s'agit, ce que uoua iioiuf 6tioos proposd de faire voir. 

La conditioo (2) qai, etaut jointe a reqoaliou (1)^ a pour effet de 
rMoite efaaqae groupe de repr^seulations de reotier m par la forme (a, hj c\ 
a denx represeotatioiHr partieoiieres qv'elle separe ainsi de toutes les autres, 
prend Qoa forme remarqoabie lorsqu'ou fait au cboix conveaable de la eou- 
Staate arbiiraire k qu^elle contient. Soit k es N{^am). La coudUiou 
doDt Doi» parioDS, devieiidra aiuai 

ObsenroRs que, comme il ne s'agit quo de qyautitesi posilive^^ cette doable 
in^alite est toat-a-fait equivaleute a celle-ei« 

N{am) < (iV(öa?+ (6 + ^D)y)y < ^ N(am). 
qai k soo tour peat dtre remplacee par celle qa^on eü deduil en divisaut 
pur N{ax-{-(b^^D)y)j et en obserTaiit qu'on a 

Oo troftre ainsi 

(8) Niax + (*— yTJ^y) <N(ax + {b+ ^D)y) < (r'N{ax+ (6- ^D)y). 
C'est 8008 cette derniere forme qoe nous emploierous dorenavant 
la condition qui sert a redoire (out groupe de representations a deux de 
cea termes. 

IL Quant anx deux questions que nous nou8, etioos proposees sur 
requivaience des formes, comme celle d'eutre elles, qui a pour objet de de- 
duire toutes les transformalious d'une forme en une autre equivaleute, d'une 
premiere transformation suppos^e donuee, s'est trouvee dependre de requa- 
tion Z^-— J9ii^ = 1, dont nous avous donud la Solution generale, nous 
n'avons plus a traiter que la premiere des questions enoncees au common- 
cement du S« 11. 11 s'agit donc de faire voir comment, etant donnees deux 
forroes (a,b,c) et (ß%b',c')^ ayaut un determinant commun D, on peut 
decider si ces formes sont equivaientes on uon, et obteuir daus le premier 
de ces deux cas, Tune des substitutions au moyen desquelles la premiere 
se change dans la seconde. Pour resoudre cette qoestion, on se rappel- 
lera que, d*apres ce qu*on a demontre dans le S» 12^ tont revient a voir 
s'il existe des representations de Tentier a' par la forme {n^b^ c)y qui ap- 
partiennent a la valeur b^ de Texpression ^D (modwa'). 8i Ton trouve 
qu'il u'y a aocune representation pour laquelle la condition enoncee soit 
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«atisfaite, on Ben asiore qne les deyx formes ne aoof paai equivalentesi 
du8 le cas contraire« Tone queleonque de« repre^eutationa obtenaea don^ 
nera aar le ehamp« la (ranarormalion cherchöe» La queatioa propoaee ae 
trouvant aiaai rednite a celle dont noua avona doniiA ia aotaCioii dana le 
0^ pröcedent de ce f«f doit elle-möoie £tre eonaid^röe comme reiokie« 

in. Avant d'en venir k la quesifao qui Porme le principal aujet de 
ce Memoire, Dotia avona encore a indiquer, eomment, eiant donnee ane 
forme ax'^'\-2bxy-}-cy^ do determinant D, on peut aaaigtier d'ane aM« 
niere generale les valeure aimoUanees x et y, poor lesquellea la valeiir 
de Texpression pr^edente aoit impaire et premi^e a D, ou plua eimpleaient, 
aoit premiere a (l + i)jD=s^« Comme, en povant x^saj y^^ji (moA.ä}^ 
oa a et Y penvent 6(re eboiiiia dana on ayateme de r^aidua relatif aa mo- 

dule Jy Ton a 

tfap*+2*xy+Äy* ^ aa\'^2bay^€y^ (mod^J), 
on voit qoe la qnestion propoaee ae reduit. a examiner poor leaquellea dea 
oombinalaona a, 7, oo plotdt poor combien de cea combioaiaona, car c^eat 
uniquement leur oonibre qo'il noua unporte de oonnattre? le aecond membre 
eat premier ä J. J'obaerve mainteoant qne aana noire en rieo a la g^oe- 
ratite de la qoe^ition, il eat permia de eooaidörer le co6fRcient a comme 
premier a /f. En effet, comme la forme donnee eat anppoaee de premiere 
eap^ce« on peut toujoura, ai eile ne aati8fait paa a la condilion enoncee« la 
tranaformer en une autre oii cette derniöN^ ae tronvd remplie; et Ton prouve 
facilement qae relativement 4 la fiöuvelle forme, le nombr0 de« combinai- 
aooB dotit il 8*agic, est le m^me que pour la forme donn^<^. LA raiaonae« 
ment par leqoel eette deroiAre aaaertion peüt Mre Joatifie, (6tant tr^- 
aimple et d*aitleofa entierement aemblable k eelui dont noua avona ddja 
fait uaage daua la qoealion analogue, relative aox eutiera r^ela, noua noua 
diapenserona de le rep^fer Ick (B. a. d. a. etc. $.5.) 

OelaposS, il eat Evident quoi pour que Texpresaion ä(t^^2bay+ey* 
aoit premiere k j =.-= (1 -f l)/), il faut et 11 auffit qtt'it en aoit de mdme 

du produit 

a(aa* + 2*a7 + C7*)= (öa + *7)^— ^7"* 
Distingiions maintenant le cks ob D est impair et celui ou D est diviaible 
yar 14*/ Pans le premier de cea deux eaa^ il faudra, ai 7 est diviaible 
p^r i^i^ quc cra + ^y i^oit premier k Jf et, sl y est impair, que aa+ 6^ 
Boii divisibJe par 1 +i et premier ä D% Or^ commet 7 ^X^nt nne valeor 



d6terfliiiite rexpresanoD aa-f*i7i dau iaqoeUe a est le lermei geueral d'un 
•yttöme de ritAdus poor le modDle J^ repräsente elle-möne iin semblable 
wyuthme CS« 6, IIL)» '1 a'agira de ditermioer combiau dao« un ayateme de 
reaidiia podr le modole J^ il exiate de terinea premiera a ^ ou de termea 
premiera a H et eo ootre di viaiblea par 1 -f* i^ aelop que 7 aera ou ne aera 
paa diviaible par !+>*• ^ premier de cea deux . nombrea aat ^(y^.)j pour 
obtenir le aecoad, 00 ae rappellera ^ue, ai Too diviae par i.4.t, eeux dea 
termea do flQratdme en qaeation, qm reofemient le factear 1+f ka qae- 
tienta fbrmerofit, uo ayateme de reaidua poor le modale D ff. 5^ IL)^ d'oü 
Ten eooelot qae le nombre qoe noua avona % determiDerv eat exprimä par 
4^(DJb Jajoute que cette deruiere expreaaion j^nt £tre xeaiplaeäe par "^C^)» 
pulaqoe,, D et f + ' ^^'^ premiera eotre eux, ob «(S«ftf VO» yj^C^^^s^. 
sl^{(l^i)D) sr 4/a + i)>/^(/>) e=r 4t(D). Ayaot ainai reconoa qii'a toote 
valear d^termiaee 7 fl repond uo nombre ^(4) da Yalenra ibl, qoi aatiafunt 
MX eooditiona exigeea et aacliant d'on antre cdte que y eat aoaceptible 
dTon nonbre de yaleura, exprine par 'jS(//)f 00 en oonotara que tea oom- 
bhMiaiMia a, y^ qui rendent aa 4* T^O'i^i* ^Y premief* k J. aont au nombi« 

de JS^J)fl>(J) 

Le eaa ou ß est suppose diviaible par 1 + t, donne le m6me re- 
aulteL En efiet, comme le lerne Dy* eat dans ce caa diviaible par l'-ff» 
tout ae TMttit ifiune en aorte que ua + ty aoit premier ä J^ et Ton voit 
imeilement que iea valeura a foi , röpondant a vne valeur d6terminee y, 
aalisfoill: iioette eondition aont toujoura au nombre de ^^(J)^ d*ou l'on 
conelut quo celul des combinaiaona dont II aaglt^ est ^gal a N(J)\p(J^^ 
eomme dana le premi6r eaa. 

On voit ainai qae loa valeura aimultaneea de x et de y« qui, etani 
anbaUtuöea dana Texpreaaion äs^'^2ixy-^cy, la rendent premi^ k 
(14*0^ s= ^9 peuvent loujoara ßtre diatribu^ea en ayst^mea de la forme, 

00. 9 et ti^ aont dea entiera indetermines, et a et 7 dea entiera determineQ t 
et que le nombre de ce« ayatemea eat toujoara exprime par /V^(^)^(^). 
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9 

Classification des formes et theortaies qni s'y rapporteni 

%. 16. 

La claaaification doot il s^a^, consiaite a nppoiier dem qoelcon* 
ques des formes qui out iiii determinant Gommon Dyk la mtoie clasae ou k 
des clames disHnctes, suivaot que ces förmes soot eqaivatentes ou oon. 
Neos dömootrerons d'aVord que les classes ainai definies Mot toajoura eo 
nombre iimitä, quel que soft le d^rmiaaut donn^. CTeat it quo! ootia par- 
vleudrona, en falsaut Voir que dana chaqod daaae 11 exiäte au moina une forme 
{a,l,e), teile quW alt k \^ fola \N{a)>N{h), N{a^<Ji{c), et en 
prouvant eoauite que lea formet de cette nature^ qii'on appelle des formes 
reduUei; sout toujottrs eti nombre fini, ' Ponr ^tablir le preroier de ces 
deux pötnts, tl s'agira de montrer qu'une forme qnelconque {Oy by a') peut 
tonjours se transformer en une forme reduUe equivalente. Constd^rons a 

eet effet la Substitution y \\^ ou nous n'avons que cette aeule conditioii 

(x8 — ßv^s? 1^ et observoos que cette demiöre sera satisfaite, si, 8 restaat 
quelconque, nous supposoos a = 0, ß'^l) 7 = — 1« Au mojen de la 
substitutiop ajnsi particularisee, la forme (a, b, af) se chapgera en une autre 
teile que {a!,,Vfa")y oü Ton aura b' = -^b — a'i^ JD'apres oe noiis avoos 
remarque au commencement du %^iy nous pouvons toujours dusposer da 
Tinddcerminee S de maniere a ce que Ton ait \K(ß*)>.N(h'), La noa- 
volle forme (a^ b'^ üf^ satisfaisant alors a la premiere des deux conditioos 
qui ddfinissent les formes reduites^ si Ton a en outre 2V(aO ^^{^")j cette 
forme aura toutes les propri^t^s requises; si npu, 011 ea deduira pajr le 
möme proeed^ une troisieme forme teile que {a'% b^\ o^'*)n ou Ton aura 
\N{af')'^N{b'*)^ et qui par oonsequeni sera une forme reduite si Too a 
en outre J^{a'^'^N(^af"). 11 est manifeste que. si Ton cootinue a operer 
toujours de la mdme manidre^ on finira necessairement par tomber sur 
une forme reduite equivalente a ia proposee; car pour qu^il en füt autre- 
mentv II faudrait que la sulte iV(aO >N(a'^) > N(a"0 > etc. piTt dtre 
ind^finiment prolengee, ce qui evfdemment est impossibie, les eotiers a', 
a", a", .... ötant tous diff^rents de zero, si, comme on le suppose ton« 
jours, D n'est pas un quarre. Le premier point se trouvant ainsi Stabil, 
ii nous reste a faire voir que les formes reduites (a^ by c) qui out un d6» 
terminant donne Dy sont en nombre limitd et peuvent toujours ötre ass^ees 



S9« Dirichleiß reeherchet sur le$ formei quadratiquei. 349 

lioileamit. Les deiix conditions iiV(a)^iV(A)9 2V(a) <JV(ir),doiiiieat 
fTtbord N(ac)>*N{il')j et par soite irJV(atf)> 2iV(6> Si d'oii aotre 
c6t^ 00 applique k r^uaiion aoqes i^ — D, le th^röme döja employe daos 
Je 8. 13, OD ea coaclora ^N(ae)<y^N(b^) + /:N{—D), oa oe qoi re- 
vieot aa nöme, ^N(ao)^N{b) + /'N{D)y in^gaiit^ qo'S aoffit de com- 
parer k ceile dejü obtenoe , pour voir qo'on a N(b) < /*iV(J9). Goaime 
ff(b) eC par cooseqoeot auasi b n'eat ainai aoaeepUbie que d^uii nonbre 
linite de valeura UeUta k aaaigner, pour obtenir tootes les formes reduites 
da d^ermiaaiit D, iL aiiffira de decompoaer cbaoune de« valeura correspon- 
dantes de i**— Ü, de toutea les naui^re« poMibleaen deax faoteora a et c, 
6ü mäffoäBBt N(a^ ^ N{c)^ et de ne cooaerver que cellea de« eombiaai- 
aona <i^ A>. e^ pour lesquellea oa a •itN{a)^N(b)^'). 

Ayant aiasi obteou (oütOB ies formes rMoitea (o, b^ c) qui ripoadeot 
auo determinant doaa^y ii, comme ooua le aupposona, on a*a ea vae qoe les 
fonnee qoi appartieoneot a la premiöre espdce, il ne restera pUis qu'^ eflSicer 
Celles des formes trouvdes, pour lesquelles ü, b, c oü.a, 2b , e auraieot 
un diviseur common . 

11 s'agit maintenant de faire renumöratioD complete des clas'ses qoi 
repondent au döterminant D, en choisissant daus cbaoune de ces classes 
Tone quelcoiique des formes dont eile se compose. Des formes choistes 
d'apres cette regle, constitueroot ce que aous appeüerons un Systeme com- 
plet de formes noo - äquivalentes ou plus simplemeot, un ^Hem0 ie formes 
pour Je determioant dont il s^agit, Un tel systöme jouira ^idemment de 
Ja dpuble propri^tö de presenter une forme et de n'ea präsenter qu'une 
seule qui seit equivalente a une forme quelcooque^ pourvu que cette der- 
.niere ait rentier. 17 pour d^ermioaai et seit dailleurs de premiöre espdce. 
Pour constfuire un Systeme de cette nature, on pent se servir des formes 
r^duites ^ue nous avons appris k determiner dans ce qui pr6cöde. JSn efiet, 
cpmme parmi Ies formes r^duites il b'^ü trouve toujours au moios une, qui 
appartienne ä une classe arbitrairement cboisie, tout reviendra a ^limioer 
les formes surabondantes. Aprds avoir ränge a cet effet les formes re- 



«) Oo ToH que la methode dont nous veoons de faire usage pour obtenir ies 
formes rMuitea, est entierement analogue a oelle qui aert pour le roftme objet dans la 
theorie des entiers reels. Nous ajoulerons que la possibilite d*appHqasr oetie denii^ 
aux entiers complexes^ avait deji die remarquee par Mr JacM* Tome XCK, page 314 
de ce Journal. 
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duitn dsD« od ordre qaelcooque, on commencera par comparer la premiere 
d'eotre eilea ä cbacooe dea auivaatea et Ton effacera toatea Celles de ete 
demiörea^ qae Tou reconoattra lai ötre ^oivalanteab Gela fiut, oo eompa- 
rera la aecoode des formes qoe cette premiere op^atioo aara laiss^ sob- 
sister^ a obacane des suivautes poar eflSuser' eoeora les formes qa'oo troa- 
vera lai dtra öquivaleotto, et ainsi de softem 

Le proeMö qoe noos tmoos tfiodiquer, suflfit pour assigner le 
oombre des elasses, oo^ ce qui revieot ao mdme, celol des termes oompossnt 
on s^atime de* formes poor uo d^terminut quelooaqoe^ lorsqoe ce demier 
est numöriqoement donii^ Mais tel n'eit pas Tobjet prfoeipal qoe noos noos 
somifiss proposö -daDB ce Memoire, et qoi consiste plotöt k decooirrir la 
loi g^nirale par laqoeUe le nombred^olasses se (roove Ii6 au determi«> 
oint aoqoel ces* elasses se ripportent Poor resoodrs cette derni^re 
qiiestion» il faot pen^trer plos avant dans Is natore de ce qoe neos aToni 
nomm^ un systime de formes, et se rendre oompte des rspports qoi existent 
enire im tel sssemblage dt la totalit^ des entiers qoe: ces formes peuvent 
servir a represeoter. 

%. 17. 

Seit 
(1) ax^^2hxy^ey, a^x'-^iV xy^&f, .... 

OD systime de fbrmes (de premiere' esp^) poor le ditermioant D, et pro- 
posobs-noos de recllercher soos qoelles conditions on eotier m qua nous 
sopposerons impair et premfer k D, on rdonlasant ces denx condnions en 
ose seole, qoe noos soppoiserons premier 1 ^^«(r+D^^ p^Qt 6tre re- 
preseoi^ par one oo par piosieors de ces fbrmes, et de ddtermioer, lorsqoe 
de telles representatioAs existent, le nombre des groopes dans lesqods leiir 
totalitö se distriboe. II est bien eniendo qoe, commd dans ce qoi pricddct 
il n'est toojoors qoestioo qoe de representitions poor lesqoelles les indi* 
terminees it et y soient premieres öntre elles. DViprös le S* 12; II y a 
one premiöre coodition a remplir, consistant en ce qoe D doit Hfb r^ldu 
qoadratiqoe a Tegard de ai^ et il resolte d*ou aotre c&ti do f. 9, qoe, poor 
qa>Ile seit salisraiie, il faot et il sufYit qoe poor chacon des dlriseors timples 
fdem, 00. sit 
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Cm conditioM paHieniieres etajit suppoeees remplie«, si Ion desigiie par (a 
le nombre dea fioteum «mplei primaireo iocgaux que Tealiar m cuotieiit, 
la coagroence z^ssD (oiod.iii)9 aora 2^ ra eines et ii a'agira de charcher 
qaela aont iea groapea de representaliona qui puisisent repoodre a cea di» 
veraea racinesw Seit / I'one quelcooque de cea racinei^ et propaaooa • noua 
de determiner Iea repreaentatioiia qai j appartieonent. D'aprea oe qai a 
Ate demontre dana le 8» 12« uoua avona ä examinen si parmi Iea fbraias 

^ Z* I . 1J\ 

(f) fi j en une qui aoit äquivalente k celle^ci Im, C, 1 Observona 

d^abord qoe Iea eodflScienta de cette derni^re aont evidemment aana diviaenr 
commttQ, puiaqu'nn tel diviaeor diviserait auaai le determinant D, ce qoi 
aerait contraire a rbypothese admiae d'apcea laqnelle m est premier a D. 
Comme d*an «atre cötei m eat aoppoaA impair, on voit que la forme prece* 
dente appartient a la premiere eapece^ d'öü U anit qne la forme dont il 
a^agit, a aon äquivalente dana le ayateme (1). U rdaulte de la et da $• 
d^ja cite» qu'il exiate toujoors an groupe de repreaentation appartenant a une 
racine determin^ f^^ et qu'il n'en existf qu'an aeol, dou Ton cooclut qoe Iea 
repreaentationa dont fentier m eat saaceptible au moyen dea expreaaiona (1), 
forment toujoura un nombre de groupes distincta. ^gal a la puiaaance 2^. 

Noaa poavona maintenant redaire chacon dea groupea dont il a^agit, 
a deux repreaentation indi vidoellea , ai dana obacune dea formea (I), noua 
Umitona Iea iudetermineea x et yv au moyen de la conditiou d'inögaiile däja 
donn6e dana le S« 15, cette condition ^tant pour la premiere dea expreaaiona (1), 

(8) /V(«r + (b'^^D)y) <-^(Är + (4 + /JD)y) < (r^N(ax+ (6~/J»)y> 

et ae dedniaant pour Iea antrea de celle que noua venona d'ecrirey en y 
accentuant Iea lettrea a, b, c. Cea coudi(iona etant jointea aux formea HK 
on voit qae le nombre des repreaentationa dont m est anaeeptible au moyen 
dea formea dont il aagit aera fini et exprime par 2^"*"^ 

Au moyen du resnitat que nous venona dobtenir, il eat faoile de 
former reqoation generale que nous allona ecrire; 

(4) 2 2^»F(m) « 

2F(ax^ + 2*xv + cr^) + S/?'(Ä'a?'-f2*'a?y+ir'y^;-|- etc. 

La «ommaliou indiquee*dani le premier membre eat auppoaee embraaaer la 
totalite des enliera m premier« a J^ dont toua Iea diviaeura aimplea /"aatis- 
fönt a la condition (2)| u deaiguant pour ohaoun de cea entiera m, le 



ttombre de ses fmcteurs snples prioMures inegMx. Qmuit an mnaes cob> 
taiHies dang 1e secoDd meaibre, elles Mnt en ndaie Moibre qoe Im Ibme9 
(1), et r^oodeat cbacttoe k Tone des fomes en qaeetioQ. Dane ehacoae 
de cee eofflmea le aipie 2 doit a'etendre a toas lea ayaCteev de yaleara 
aiiaiiltaD^ x et y, qoi reaipIiaMot la triple coaditioa de a^avoir paa de 
diviaeur conunoa, de donner a la forme ob eilea aoat aalMtita^, oae va» 
lear premi^e a J^et eafin de aatisfaire h la doaMe iB%alit^(8), loraqttll 
a^agit de la premidre tioninie et a des inigalitöa de aitee forme poar diacoae 
des aotrea. La fonciion döriga^ par la caracteriatiqiie F eet arbitraire et 
doit fiealement Ure choMe de aianiere a ce que lea aMea cootenoea daos 
requation^ aoient convergentea et aient dea sommes iadepeadantee de Fordre 
de aucceasioa de leora termes. La verita de requation aiaai formee eat evi- 
dente , et Ton voit qoe cette eqaation n'est qoe la tradaction de la double 
propriet^ remarqoee ploa baat et eonsistaat ea ce qoe tfune part, tout eotier 
Slippose premier a Jj pour Mre suaceplible d*dtre repreaeat^ par les for- 
Bies (l), doit ^(re compris parmi oeox que aoos venoiis de desiie^er par ai, 
et en ce qoe d'autre part^ cbacan de ees derniers admet en effet 2^^^ 
represenlatioüs ao moyeo des cxpressions (1), si a cbacune de ces ex- 
preasions Ton suppose jointe une condition d'ioegalitö comoie celle (3). 
D^apr^ la maniere dont T^quation precedente sabsiste, il est manifeste qo'elle 
ne cessera pas d'aToir lieu, ai Ton y reroplace partout lea entiers complexes 
qoi se Ironveut sous le sigaeF, par leors normes, de aorte qu'on aora auasi 

22^+*F(^m) = 
2F(iY(a;r^+2ixy+ cy^)) + 2 F(Ar(if o?* + 2 A^ory + c'y^)) + etc. 

les signes aommatoires ayanl toujours la indme signification. Particolarisons 
la fonetion arbitraire contenoe dana Fequation, et sopposoos qoe cette fonc- 
tion seit une pnissaoce de Texposant — a» eu « est une quantite positive 
superienre a Funit^. II viendra afnsi en a*eerivant, pour abr^ger, que le 
premier terme du second membrei 

Comme d^aprds la deBnition des entiers m, quatre nombre associäs se troo- 
vent evidemment toujours simultanement compris ou non parmi ces entiera 
m, on voit qne nous pouvons considärer la sommation indiquee dahs le 
premier membre» comme ne devant plus s'efendre qu*aux entiers m qui 




2S. Diriekletß reekerek^s iur Um /brnMit ^wtdrattffu§M^ S09 

MX eoadiUau enoMMs ploa liMt> iMitat ea outüe (urlmaires* 
e'esul-dim teil i|o*eQ ponnt mw^a+ßiy ob «it a^l (iiiodL4), |3^0 
(Mod. S), pooryo qo'en ndiiie temps noaa quadrapUaus )9: (Hrnmieff neolwe 
Ob amm aiBsi 

Ii'eBlier m 6tMtA frißuin^ on man toBJoain 4\in0 muiMr» BBlque (§9^ S et 
8,V0» Bits/^Y'^^«/.., les expoMOte A', A^%«... äteot tow dlffereBto 
de x^ro, et f\ f^\ .... detigoaot de« ooinbre» preouen primdre« iaegBox, 
qei satisfoDt a la conditioo (2)^ et doat le oonibre est expriaiA par ß. 
Cela ^tant, il est facile de ae coovafoere qa'oa a 

ie aigne Tl s'ötendant a tous lea aooibres premienr impairar et primairea f, 
qoi ne diviseot pas le ddtermioaiit D et remplisaeot la coaditioD (S)t It 
Bttffit de dövelopper Ie facteor göoeral comme il sott:: 

^"^(JVV)* 2 2 2 

2 2 2 

et tfefltetoer enauite la multiplioatioD^ poor reeoDnattre an moyen de la 
remarqae que doiis veDooa de faire f qae röquation pröc^deote est eo effet 
exaete. Poor trao^Cormer alterleoreinattt le seepod memtire de pette eqoa- 
tion, ^oit q le terme göueraL de U suite det waibres premies? impaira et 
primairea^ a. Vexelostpo de ceux qui diviaeot D, et eooaid^roiia ie prpdBit 



n 



1 

Wqy 



OB le aigoe de moltlplioatloo est aoppose a'eteodre k tootea lea valeura 
(f que noua veoons de däflair. Comme Too a 

et qu'oB aait d'an autre edt^f que tout entier impair et primalre oW «oa- 
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ceptible qoe d'one seole decompo^ition en faeteurs stmples egalement pri^ 
mairei« roa voit que le prodait precedent dquivaut a une aerie d'ane loi 
irAi^aimple, at qne Ton a 

le tigne Z a§ rapportant a tous lea entiers impairt n^ primaircia et premien 
i D. Si an lien du produit pröoedent Ton conaidere le sutvant 

on recoanattra qae oe neaveaii prodoit, trait^ de la nöme manierey se 
tranaforme en une eerie ajant pour terrae g^nöral % tjtt*^ ^^ '^ eoöffi- 
oient X Mra donne par la lörmole % es [-^ Li^J ****' ^' ^^^ anppose 

noB^'^f'^^ •,..^ lea eaposinta (X%n% poaifib^ ei Y» 4^'S«**- deaigoant lea 
nomfirea premiera meganx f que Tenlier n oontieut« Si nalnteiiaot ioo 
obaenre qa^en vertu de la trofaidme dea «qoattona (a) do 9.89 rexptefiäloii 
X pect Mre remplae^e par 

on aura reqaation 

dana laqueUe les signea tl et S ontia meme aigniiication que dana lequa« 
Iton (7). Cela poaoi (aiaona le produit dea equatioris (7) et (6)^ et divisona 
MiaiRe ce produfl par requation (7)9 aprea avoir remplaee dana cetta der^»* 
eiere a par 2 a. Le faoteur gendral da preaiier membre de reqaation qae 
Tob obtient ainai, aera evidemment 

Ce facteur preaenle deux caa diflerenta «elon que 1 on a ( — \ a 1, oa [-— 1 
89 «^1% Dana le aecond il ae reduit lunite et pcut Ctre omiai tandii 
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que pour le premier il prend la forme 



4 t 



Of, les oombres premiers q poar lesquels on a [^ —Jss: ], cofncidanl avec 

ceux que noos avons pr^edemment dosigDes par /^ on voit qne lequation 
qu'il s'agit de former, est: 

11 j — P — . 

Aq moyen de ce resuUat et de Teauation (6), requation (5) peut 
prendre la forme: 

oü les signes sommatoires qui se rapportent a n, s'etendent a tous les 
entiers primaires et premiers ä z/, tandis qoe ceax relatifs aux valeara 
simuUanees x et y, cönservent la signification indiqaee plus tiaut II est 
facile de se convaincre que les produits de series, eontenus dans le second 
membre, sout snsceptiUes d'une forme beaucoup plus simple qu'ils prennent 
lorsqne la moltiplication indiquee est efTectuee. Pour lenr donoer cette 
nouvelle forme, nous eonsidererons particulierement le premier de ces pro- 
duits, la m^me transformatiou s'appliquant a tous les autres. Bn faisant 
le produit des termes generaux des deux sommes qu11 s'agit de roultiplier 
entre elles, on aura: 

1 _. 1 

OÜ Ton a posö, x' r=^ nx, y^ = ny. Voyons quelle est la nalure des 
systemes x\ y'^ auxquels la nouvelle sommation doit se rappoHer. Comme 
Ton a n'Cö^' + 26jpy-fi?y^) = aa;'" + 2 fto?'/ + <:/'', on voit d'abord, 
en ayant egard aux conditions que x^ y, n, isont supposos rempllr, V que 
pour cbacun des systemes e« question, flcr'^-f-26ar'r + cr'* est premier 
ä Jj et 2'' que les entiers x'y y' satisfont a la double inegalKe 

JV(fla?' + (*— /I>)y') < ZV(fla?' + (* + ^D)y') ^ a'N^ax' + (6 - /J>;/) 
de m£me forme que celle (S), et qui resulte de celte demiere eii multipliant 

Crelle*s Journal f. d. M. Bd. XXIV, Heft 4. 47 
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par N(n). 11 est facile de proaver reciproquemeüt, que tout Systeme x^y y\ 
qui satisfait a ces deux conditions, est eo eSet compris parmi ceux anxqaels 
la nouvelle sominatiou doit s'eteudre et De s'y preseute qu'uue fois. C'est 
a quoi l'ou parvieiit, eu assignant Tentier n et le Systeme x, y, Tun et 
l'aulre entieremeiit determines, de la combioaisoo desqaels le Systeme douoe 
x% y' provieot. Soit k cet effet, x' =inx^ y' ^=^nx^ oü n desigoe le plus 
graod diviseur commuu primaire de x et y^ qui sera completement deter- 
mine aiiisi que les entiers x et y. Cela etaot, il est evident que n est 
premier ä A^ et Ton voit egalemeut saus difficulte que les entiers x et y, 
Premiers entre eux, satisfont aussi aux deux aotres cooditions auxquelles 
les systemes x, y sont assujetti«. Cela est manifeste pour celle de ces 
conditious, qui consiste ^n ce que ax^'\-1hxy'\'Cy^ doit 6(re premier 
ä A^ et pour prouver que la double iuögalite ( 3 ) a pareiUemeut lieu , il 
suffit de diviser par iSr(n), celle ecrite plus baut et ä laquelle x' et y' 
sont supposäs satisfaire« 

Apres avoir ainsi reconno la nature des systömes x\ y^, que la nou- 
velle sommation doit embrasser, nous pouvons supprimer les acceuts des inde-t 
lerminees x' et y'. L'equation qu'il s'agissait de transformer, devieudra ainsi : 

oü la double sommation indiquee dans le premier terme du second membre 
est supposee s'etendre aux valeurs simultan^es x et y; telles que ax^ + 
^Ihxy-^cy^ soit premier a J, et satisfaisant en outre a la condition (3). 
Quant aux autres termes, comme ils sont de möme nature que eelui dout 
nous venons de parier et resultent de ce dernier, en accentuant les lettres 
tty hy c, nous continuerons ä ne pas les ecrire« II s'agit maintenant de 
(rausformer requation que nous venons d*obtenir, de maniere a ce qu^elle 
exprime le nombre des formes non - equivalentes qui repondent au detenni- 
nant D. Ce sera la Tobjet du S. suivant. 

Expression du nombre des classes au moyen d'une suite 

infinie double. 



8. 18. 

Pour parvenir au but ^ue nous avons en vne, nous aurons a exa« 
mitier ce que les differents termes de rdquation (9) du $• pr6cedeut de- 
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vienuent, lorsque la variable s que cette equation contient, coüterge vers 
sa limite qui est ronite. 

I. Occupuaa ^ Doas dabord do second membre, en iiou? bornant 
toujours a eonsiderer la premiere des sommes doot ce membre se com- 
pose. Comme iodependamment de la double cooditioo d'iiiegaltte a laquelle 
X ti y sont snpposes satisfaire, ces iodeteriniiiees dojvent etre teiles qae 
la valeur du trinome ax^'\'2hxY^cy^ seit premiere a /l^ 011 conclut du 
% 15, III, que les valeurs simultanees de x et y, que la soromation em* 
brasse, peuvent etre distribuces eo systemes de la forme 

(1) or = //r4 ^9 ycK^fr + 7> 
oü 1;^ ti^; a, y designent des entiers complexes, les deux premiers indeter- 
miues et les deux deruiers determines, et que le nombre de ces systemes 
est toujours N{J) ^^(ii)• La somme doot il s'agit se deoompose ainsi en 
N(J)'p{J) sommes partielles; 9 telles que la saiyaute 

oü le signe sommatoire dolt s'etendre a toptes les valeurs de x et y, 
donnees par les formoles ( 1 ) , et en outre telles que Ton ait 

(3) N(ax + (*— )rD)y) < N(ax + (i+ /'D)y < (r^N(ax + (ft- iTl?)/). 
Pour evaluer la somme partielle (2), soit z une variable positive, et pro- 
posons-nous de determiuer Fentier positif Z qui exprime combien de fois 
dans la somme dout il s'agit, Texpression jY(aar^ + 26xy + cy^) obtient 
une valeur non-sop6rieure a z. On sent que Z est uue fonetion discon- 
tinue tres - compliquee de la variable Zf mftis 11 ne s'agira pas d'obtenir 
cette fonetion avec uue exactitude absolue, et il sufiira de connaitre son 
expressiou- limite, c'est-a-dire une expressiou dont le rapport a Z con- 
verge vers Tunite, lorsque la variable z devieot infinie. D'apres ce qui 
precdde, rentier Z designe le nombre des combinaisons v, w, pour le^s- 
qoelles on a outre la condition (3), celle que uous allons ecrire 

Niax^ + 2bxy+cf)<z, 
ou ce qui revient au mdme, celle- ci 

(4) Niax + {b + ^D)y) N{ax + (* — |rl>)y) < N{fl)z, 

X et y etaut supposes remplaces dans les conditions (3) et (4) par les 
expressions (1). 

47* 
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Observous maiatenant que, comme il ne a'agit qae d*obtentr le uombre 
des combiiiaisons v, w, qui satisfont aax iaegalites precedentes, nous poa- 
vons remplacer \es enttera v, w, par d'autres iudöterminees 0', w\ entieres 
oa uau, mais tellement liees kv ei w, qira tonte combinaison Vj w reponde 
ane combioaison uniqae t^, w% et reoiproqaement. Sott poar abreger z =: 

^, oä ^ est suppose positif, ii est facQe de voir que nous remplirons la 
conditioD cnoncee, en po^ant les equations liaeaires r' =017+^)9 w^ ^=^ 

Oti'+ y)^ en vertu desqnelles, ^ eUnt reel et v^ w destgnant des entiers 

complexes indelermines, v' et w' exprimeront Tun et Fautre des oombres 
complexes, doiit les deux parties sout les termes generaox de progressioni« 
arithmeliques reelles, ayaat la quantite ^ pour raison commuae« Aa moyeii 
de ces expressioos les foroiules (I) que nous avom a substituer dans les 

cooditloos (3) et (4), devienuent x = -^, y=~y Sl maiatenant Ton 
effeciue la Substitution dont il s'agit, et que Ton multiplie ensuite les inega* 
lites (3) et (4) resp. par -^^rj. et t^^Ti» >' viendra simplement 

de Sorte que le noinbre Z qu'il s*agit de determiner, coineide maintenant 
avec eelui des conibinaisons v'y w\ qui satisfont a ces deruieres inegalites« 
dans lequelles v' et w* ont la signification indiqnee plus haut 11 faul 
maintenant remplacer les nombres complexes^ contenus dans ces inegalitea, 
par leurs Clements reels. Posons pour cela 

(6) r' Ä a: + a?'i\ w' = y + y'if 
ou les quatre quantiles reelles x, x\ y^ y'\ sont les termes generaux d'au- 
tant de progressions arithmetiques, indefinimeut proloogees dans les deux 
sens et dont la raison commune est ^. Posons encore 

(7) a = d^aJi, h = + ß't, yTD — i + ^'i, 
a, a% ß, ••.. etan( des constantes reelles ^ et seit enfin pour abreger, 

(8) )'' = 0Lx^ct'x% y = ßy — ß'y'j r = Sy^S'y\ 
^ ]p'z=. a'x + ax', y' = 3'y+ß/, r'^iy+iy'. 

En subsKtuanl les expressions (6) et (7), les inegalites (5) prendront la 
forme 



k 
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II est Diaintenant factle de reGonoftirre que renlier Z, lorsque la yariable ^ 
doDt il eat foüction, devieot infintmeot pelile, depend de Tiotegrale suivante 

(10) fffß^^^'^r^Y — ^> 

dans laquelle les differentielle» bx^ dx'^ dy, By' aont considereea comme 
positives, et qui est supposee s'eiendre a toules les valeur& des variables 
^f ^\ Xß y\ compatible^^ avec les couditions (9). En eßet, si dans Finte- 
grale precedente Ton considere les qiialre differentieiles comme constantes et 
Egales a ^> tous les elements de cette integrale auront la valeur commone ^\ 
de sorle qoe Tintegrale sera egale au prodait de.^^ par le nombre des com-* 
binaisons Xy x% y, y', qui salisfont aox conditions (9), et dans lesquelles les 
variables sont supposees croiCre de la difference constante ^. Or, ce, demier 
nombre etant precisement Tentier Z, on anra poor une valeur infintment 

petite de ^, Zt^* ss; A, et par suite Z s» ^, oo ce qui revieiit au mdme, 

(II) Z 5= Az, 

z etant suppose infiui. II est encore facile de s'assorer qu'en mSme 
temps que le rapport des deux membres de cette deroiöre equatioo tend 
vers la limite 1, leur diflerence croit moins rapidement qn*nue poissance 
de z, dont Texposant conslant serait lant soit peu superieur a |, et gene- 

tu, — 1 

ralement a , s'il s'agissait d une integrale de Fordre m ^) Tout se 

reduit donc maintenant a obtenir la valeur A de Fiotegrale (10); pour y 
parvenir, on pourrait faire usage d'une subsliiution unique. mais le caicut 



^) Le principe dont nous faisons usage dans le texte ^ est Evident et resnite im- 
mMiatement de la notion m^me d'une integrale multiple, consideree comme une somme 
d'elements inftniments pctits, lorsque, comme il arrive ici, les variables ne doivent 
pas obtenir des valeurs iufinies dans les integrations qu'il s'agit d'efTectuer; mais il 
est bon d'ajooter que, si, l'intigrale elle-m^me restaut toujours finie, cette demiere 
oirconstance n'avait plus Heu, l'application du memo principe pourrait cooduire ä des 
r&sultats entierement erronnes, ce dont il est facile de voir la raison, et comme Ton 
peat d'ailleurs s'en assurer par des cxemples, cn considerant une integrale double ex- 
primant uue aire flnie, comprise eotrc une courbe et son asymptole. Quant a Tassertiott 
que nous venons d'avancer et d'apres laqucHe les variables Xy x*, y, y' ne sauraient 
dtre inflnies dans notre cas, eile resulte trop simplemeat des conditions (9), pour qu'il 
soit necessaire de uous y arröter. 
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devienl beaucoap plus simple, si Too emploie plusieurs sabstitutions sac* 
cei$i^ives. ObservoDs que, comme Tordre des iotegrations est arbitraire, 
nous pouvoDs coDsiderer les integrations relatives a jr et x\ comroe devant 
etre effectuees les premieres, et que rieu ue s'oppose alors ä ee qoe nous 
remplacious les variables x et w' par de noovelies variablesi t et fj liees 
aux premieres par des equations qui coutieoueot y et y\ poorvu qne dans 
ces equations Ton traite y et y' coiame des constantes. Posons donc / = 
P'\'99 t' =^ p' + y'/ Pf 99 p'j 9' designant les expressions lineaires (8). 
Si a ces deax equations Ton applique la tormule connue qui sert a la trans* 
formation des integrales doubles, on trouvera quo le produit dxdx' devra 

etre remplace par -r—, — jz dtdf = ---— f)/3/', En substituant cette der- 

niere expression dans Tiutegrale et les nouvelles variables dans les cour 
ditjons (9), qui defiuissenl Tetendue des integrations, on aura 

■ 

oü nous avons supprime les signes d'egalite qui accompagnaient ceux d'iu- 
egalite et qui sont desormais inutiles, les conditions precedentes se rap<- 
portant maintenant a des variables continues. Si en secood lieu, t et t' 
etant consideres comme constants, nous remplaf ons les variables y et y^, a 
leur tour par de nouvelles variables r et r\ liees a y et y' par les deux 
demieres des formules (8), Tintegrale deviendra 

les conditions qui en definissent Tetendue; etant toujours celles que nous 
venons d'ecrire. Distribuons actuellement les quatre variables en ces deux 
groupes iy r; t*y r', et rempla^ons les resp. par ces deux uouveaux groapes 
^f ^'f y> y% ^'^^ ^^^ precedents par les equations 

j? = f— r, ar' =s t4-r; y == /'— r', y' = f + r\ 
en vertu desquelles il faudra mettre ^dxBx\ i^ydy' resp. a la place de 
dtdr, dt'Br'. L'integrale et les conditions qui s'y rapportent, se chau- 
geront ainsi en 

jyffdxdydx'^y' = iN{ayrl>)A, 

x'^f<x''^y''<(r\x''^y% (^' + y^) (o?'^ + y'^)< iV (^) . 
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Rempla^ons maintenant les variables de chacun des gronpes x, y; x\ y' 
par des coordoDoees polaires, eii posaiit 

X = ^cos9, y = ^sinö; x' =s p'cosfl', /' = g'siiiöS 
od ii Importe de remarquer qu'iDdependamraeol des coiidilions auxquelles 
les iiouvelles variables doiveot satisfaire eu vertu des inegalites precedeotes, 
il faudra regarder ^ comme positif et 9 ooiome etant compris eutre les li* 
mites et 2t, pour qa'ä uue mdme combioaisoii x, y ne reponde pas 
plus d'une combinaison ^, 9; et que ^\ B' doiveot etre assujetlis a la möme 
liniitatiou. Par Fiotroduction de ces ncuvelles variables, il vieodra 

^y^J^^'ö^Äg^aeae' = 4iV(flv^z>)4, s'<^''<(r'f, gY'<-Zv(^)- 

Les cooditioDs d'inegalite iie conteiiant pas les variables 8 et 6", les iute- 
gratioDS qui s'y rapporteut, devrout s*eteudre depuis O jusqu^ä 2 t; eu ef- 
fectuaut ces deux iulegratious et rempla9ant eu outre g\ g'^ resp. par g, q\ 
de* Sorte que ces nouvelles variables devrout ötre cousiderees comme po- 
sitives, ou trouvera 

J/d^d^' = -l-iN(arD)A, e<e'<<^'e» ee'<M^)- 

Si maiutenaut, q etaut regarde comme coustant, uous remplafons q' par 
uue nouvelle variable v, determiuee par requation g^=s yg, et qui eu vertu 
de ce qui precede, doit 6tre consideree comme positive, uous aurous d^abord 

fßd^dv^±,N{ayrD)A, l<v<(^^ p»<Ar(jL)l, 
et par suite, cii effectuaut riotegration relative ä q, et qui doit s*etendre 
depuis §' = jusqu'ä ^' = 2V (^ — , 



/ 



'^^ = ±N(J'^D)A, l<v<(r\ 



d'oü Tou CQuclut eufiu 

M n^ logg 

Apres avoir aiusi determiue le coSfficieut A, couteuu daus Tequation (11), 
il sera facile de voir ce que la somme partielle (2) devieut, lorsque Fex- 
posaut s couverge vers Fuuite, ou ce qui revieut au möme, lorsque la va« 
riable positive g, supposee liee ä s par Fequatiou « = 1 4-g, est cousideree 
comme infiuiment petite. Eu effet, comme la fouction Z^ qui exprime com- 
bien de fois daus la somme eu question, Texpression N(ax^'^Qbxy-\'ey'^) 
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obtieut une valeur qai ne sorpasse pas celle de z, est teile qae les deox 

rapports -j-, ~j oü y designe une constaiite supärieure a la frac- 

tioii ij coDvergeiit le premier vers aue iimite egale a Tunite, le second 
vers la Iimite zero, lorsqne la variable z devieut plus grande que toute 
grandenr donnee, oii conclut snr le clianip du lemnie demontre dans le S« !• 
du Memoire deja pInsieurs fois cite, que pour une valeur infioiroent petite 
de p, la somme (2) prend cette forme tres -simple 

0. 
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Comme cette expression ne presente rieo que seil parliculier. k la somme 
partielle que uous avons consideree, ni m^me rien qui soit particulier k 
la somme totale dont celte somme partielle fait partie, puisqu'elle n'est 
fonetion que du seul determinant D, commun a toutes les formes quadra- 
tiques contenues dans le second membre de Tequation (9) §.17, Ton voit 
qu'il snfBt de la muitiplier par le nombre N{//)4'{J)j qui est celui des 
sommes partielles contenues dans une mSme somme totale, et par celui 
des formes qui constituent uu Systeme complet relativement au determinant D, 
pour en conclure la valeur du second membre de Tequation dont il s'agit, 
pour le cas ou Ton y considere ^ comme iufiniment petit. II vieodra aiasi 

/I9\ «*VlU ) i«ff <y ff 1 

H designant le nombre des classes qui repondent au determinant D. 

II. II s*agit maintenant de coosiderer le premier membre de Tegaa« 
tion citee. Ce membre pouvant se meltre sons la forme 



^) Qiioique les deux proprietes dont nous veiions de faire usage; reMOfteot t'uoe 
et l'autre avec evideoce de« considerations indiquces plus haut, il peut £tro bon de 
faire remarquer que la premi&re de oes propri6ies suffit. a eile seule pour eo lirer U 
coiiclusion que nous venons d enoncer. C'est ce qui resulte d'une remarque üjk tkiie 
dans le Memoire precedeot, et d'aprfes Jaauelle le lemme dont il s*agit, oomporle plus 
d*6(endue qu*il n'a ele neceasaire de hii donner a Tendroit cite. II est en effet fac^e 
de lecounaitre quo la verite de ce leromc ne suppose qu'une seule conditioo, consialant 
en ce que la fonetion, designte par f{f) dans son ^nooci, doit dtre teile que Ton ait 

L^'ssCß lorsqae t obtient une valeur infinic. Pour s'en assurer, on n^aura qu'a 

apporter une roodiflcation assez 16|;ere et qui se presente faciltment , k la dimonsira- 
iion qui a et6 exposee dans le precedent Memoire. 



23. Dirichlei, rechcrckes sur les fotmes quaäraiiquea. 363 

occupons - nons d*abord da premier de ees deux facleurs. Comme lasomme 
dout il s'agit^ doit s'etendre a toas les entiers n, premiers a ^ et eo outre 
primaires, ils est evideut que ooos poavoas faire abstraction de la derniere 
de ces deux cooditioos, ponrvii qa'en mdme temps nous omettioos le fac- 
teur 4. Les valeurs que n doit recevoir, peuveot se distriboer en systemes 
de la forme itsJü + ^f ^ ^^ ^ designant des entiers complexes, le pre- 
mier iodetermioe, le second determine poor chaque Systeme, et devaot 
dtre egale successivemeot a toos ceax des termes d'QO Systeme de *esi- 
dus pour le module J, qai u'ont pas de diviseur commoo avec ce module. 
CoDsideroDS la somme partielle, repondant a Tou quelconque de ces termes, 
et qai est — 1^ 

Poar eu obteoir la valeur, seit z une variable positive et Z la fooction 
discoiitinue de cette Variable, qui exprime le nombre des entiers v pour les- 

quels OD a N(/lv + a)S^z. Si nous posons, pour abreger, 2r = ^ , ^ etaut 

positif, et que nous remplacions v par une nouvelle ludeterminee v' teile qo'on 

ait «^' — ^ (^ + ^) > l'inegalite precedente se changera en N(v^) < ^ , , 

et Z designera alors le nombre des valears v^ qai satisfont a cette der- 
niere. Or, comme en posant r' s ar -f- ^' h ^ ^^ ^' seront evidemment les 
termes generaux de deux suites dont la premiere difierence est constante 
et egale ä ^, on voit, comme plus baut, que poor une valeor infinie de z^ 

Ton aura Z^Bz, B designant Hutegrale j//ö a? 3 o?', iF^ + x'^< -^j-. 

mm 

Mais cette derniere etaut evidemment egale ä j^t^x 9 ^^ conclura du lemme 
dejä employe dans le precedeut n% que la somme partielle que nous con- 
siderons, se reduit simplement a jjtt: — 9 lorsque la variable q est sup- 
posee devenir moiudre que toute grandeur donnee; d'oü U suit enfin 

le signe s'etendant, comme dans Fequatiou (9) du S. 18^ a tous les entiers 
n, Premiers a /l et en outre primaires. 

IIL Pour mettre enfin la seconde des deax sommes rappelöes au 
commencemeut du u"" precedeut, sous la forme appropriee a notre but^ il 
faut distinguer plusieurs cas difierents que le determinant D peut presenter. 
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Observoos pour cela que, tri uous reunissons en an seal quarre tous les 
facteurs doubles de D, uoas poorrons toujoars mettre cet eotier sons la forme 

(14) D^xQV\ 
jC ayant l'une de ces qaatre valeurs 

(16) z = 1, % = », X — i + i, Z = t(l + t), 
et 'Q .oa — Q designant nn produit de facteors simples impairs et primaires, 
tous iuegaux , saus exelore le cas oü Ton aorait 9 = ± 1 ^ qiti ne peat 
toutefois avoir lieu qu'autant qa^oii n'a pas x=^^9 ^^^ determioants qoar- 
res etaut toujours exclus. Nous ajeaterons qoe les eutiers Zy Qf Vj 
s'ils doivent dtre tels qae noas veoous de les definir^ seront completemeot 
determines pour tout determinant douue, si ce u'est que Q et V^ peavent 
dtre simultanement remplaces par — Q et (Vi)\ Cela pose, oous allons Irans- 

former Texpression [ — ^J au moyen des equations (e) et (f) du 9.8. Ou 
a d*abord evidemmeut eu vertu des equations citees, 

Pour transforner le faoteur (— I9 H devient necessaire d*introdaire expli-- 

citement les deux entiers reels oooteuus dans n; posons donc n^sK + vi, 
\ et y etaut resp. des formes 4Ar+l9 2A:. U viendra alors soivant les 
quatre cas deja distingues (16), et eu ayaut egard aux deux premieres 
des equations (f) citees» 






Pour reuuir ces quatre expressions en une seule formale, noos poserous 
^8^1, fs^tlf 1^ sigoes ambigos etant choisis suivaot les qaatre cms 
qoe X p^t preseoter en verto des equations (16), comme 3 suic 
(16) *=1, €=l; * = — 1, €=1; *=1, £ = — I: 

i = —U € = — 1. 
Cette Convention adoüae) nous aureus pour tous les cas 



€ 



Au moyen de cette demiefe expression et de Celles deja obtenoes, le fae- 
teer do premier membre de requaiiou (9) (S- 7.) , qo il s^agissait de tniw^ 
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former, prendra la fonne 

rfJT i fi±r!=! CHv)»-t rl-L^-n i 

IV. Si maintenant noos substituons les expressioDs (ü), (13) et 
(17) dana leqoaflDn citee, et qae noos effacions te fac(enr — et les autres 

facfeura, commaoa aux deux menibres, l'equatioo dont H s'agit, preodra la 
forme: 

Telia est la soite infioie double qui exprime le nonibre des classes poor 
an determinaut quelconque uoii- quarre D, et dans laquelle dous avons 
conserve la quantite iofinimeiit petile ^, qui ne doit ötre annolee qu'aprös 
qoe Ton aura fixe Tordre daus lequel les termes de la double somme 
doivent se snivre, pour qne cette somme seit en effet la limite de celle qui 
repond a une valeur iufiniment petite de la variable positive ^. La signi- 
fication des lettres qui eutrent dans l'equation, a et6 fixee dans ce qui prd- 
cede, et Ton devra se rappeler que la double soromation doit s'^tendre k 
tous les couples d^entiers reels K et v, respectivement des formes 4A+I9 
2A:^ et tels que rentier complexe correspondant K + vi seit premier k D. 
Pour eflectuer la double sommation, il faudra d'abord transforroer le 

factenr [- "a^' J ^^ moyen de Tequation {h) du §• 89 et remplacer ensuite 
les nouveaux symboles ainsi introduits, par une suite finie de sinus ou de 
Cosinus 9 en se servant pour cet objet des formnies connues, dues a Mr 
Oaufs. Apres ces deux substitutions, Tune des deux sommatious ponrra 
6tre executee au rooyen d'une suite trigonometrique , dont la somme a ete 
dounee par Euler, et ia suite iufinie double, reduite par-la a une serie 
simple, se decomposera alors en plusieurs series partielles qui rentrent dans 
Celles par lesqueiles Abel et Mr. Jacobi out developpe les fonctions tri* 
gonometriques de Tamplitude d'une fonction elliptique de premiere espece. 
Mais si avec le seeours des formules dont les illustres geometres que nous 
venons de citer^ ont eurichi FAualyse, la sommation en elle-mgme ne pre- 
sente pas de difBcuUe reelle et n'exige que peu d'espace, il n'en est pas 
de mdme de la discussion a laquelle il faut soumetlre le resultat qui s en 
deduit, pour en reconnaitre la veritable natnre. Comme le resultat dont il 
8*agit, se trouve dependre de la division en parties egales de la fonction 

48* 
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ellipliqoe complete de preniere espece, poor le cm oa le Bodole a la 
valeur ^|« et oä le oombre de ces parties egales est uo entier coaplexe; 
et que la Ibeorie des equalioos algebriqoes qai se rapportent a ooe teile 
divfsioD, a'a ete qu'ebaucbee josqu'a preseot^): il sera necessaire d*eotrer 
a cet egard dans de oouveaax developpemeots doot reteodoe exeederait de 
beaocoop les bornes que nous avous dd imposer a cette premiere partie 
de notre IravaiL Cent poarqooi et comme dous en avons deja averti, 
nous r^serverons ces details pour la seconde parlie, et dous terminerons 
Celle -ei par rexamen des deux cas paHiculiers, deja mentionnes daos le 
preambule du present Memoire. 

Examen de deux cas particuliers* 

$. 19. 

Les deux cas qu*il s'agit de considerer, sout ceux oü le deterinioaot 
D est UD eutier reel ou le prodnit d'uu tel entier par i. Comme eu verta 
de requalioii (18) du $. pr^edeut, le nombre des classes est evidemroent 
le m6me pour deux determinants opposes, nous pourrons loujours conside- 
rer comme posilif, Tentier dont il vient d'Stre question. 

I. Soit en premier lieu D uu entier positif non- quarre , et soit iS' 

le plus graud quarre reel qui divise D. Nous aureus alors Tun de ces 

deux ca» 

(1> D = PS", D = 2PS', 

P desiguant un produit de nombres premiers positifs, impairs et tous in- 
ägaux, produit qui peut d'ailleurs se reduire a Tunite dans le second des 
deux cas precedentt«. Comme, en considerant P comme complexe, cet entier 
ou son oppose est primaire et n'a que des facteurs simples inegaux, il suffit 
de met(re la seconde des equations (1) sous la forme I> = <P((I — i)S)\ 
pour reconnaitre que tes equations (14), (15) et (16) du §• I89 q^' ^^ rap- 
portent a un determinaut quelconqne, donnent relativement au cas particulier 
qui nous occupe, Q=^P, € = 1, ^=^ + 1, oü il faut cboisir le signe superienr 
ou le signe ipferieur dans la derniere de ces equations, selon que D presente 
le premier ou le second des deux cas (1). En substituant ces valeurs dans 
Texpression generale de U, et remplaf ant en möme temps c par sa valeur. 



*) Voir un Memoire A^Abelj inuiri dans ce Journal, Tome III, pag. 160« 
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donnee par la formule (3) du $. 14, aiiisi qoe I p J p^r TexpressioD 
equivalente, foaniie par la premiere des equations (^) du §• 89 U vieodra 

de sorie que la double somnie ne contient plus rentier complexe K-^-vi, 
mais seuleoient sa uorme K^+v^. II est vrai que cet entier semble y 
eotrer eiicore implicitement par la eondition, eii vertu de laquelle K*!-^^ 
doit ötre premier a D; niais ce deniier entier elant reel, on voit que la 
eondition dont il s'agit, revient a Celle que D et Ä.^ + v^ doivent Hre sans 
diviseur commuu. 

II. Cousiderons en secoud lieu un deterniinant de la forme, D=zD'i, 
D' e(ant un entier posifif qu'il faudra seulement supposer tel que 2D' ne 
seit pas un quarre^ sans quo! D serait lui-mduie un quarre. Si nous de- 
signous par S''^ le plus grand quarre reel qui divise 2D', nous aurons 
Tune ou Tautre de ces deux equations, 

(3) 2l>' =r P'S'\ 2J9' = 2P'S'\ 

dans lesquelles P' est ou produit de nombres premiers positifs, impairs et 
tnegaux, et S' etant pair dans la premiere de ces deux equations. Ces 
equations donnent re^ipectivement Celles- ci, 

D = P'{{i + i)\S')\ D = P'i8'\ 

qu'il sufBt de comparer aux equations deja citees du §.18, pour Toir que 
uous avons Q = P\ € = 1 , ^= ± 1 f le signe superieur ou le signe infe- 
rieur devant dtre cboisi, selou que 2D' presente le premier 00 le second 
des deux cas (3). Ao moyeu de ces valeurs et par des transformations 
aualogues a Celles que nous avons operees dans le n"* precedent^ Ton 
trouvera 

X, r, u ayant la mdme signification que dans Tequation (4) du $• 14, et 
la double sommation devant s'etendre a tous les cooples d'eutiers reels 
K, y, resp. compris dans les formes 4A:-}-l9 2Ar, et tels que K^ + v^ soit 
premier ä D. 

IIL Nous allons maintenant faire voir que les somnes doubles (8) 
et (4) peuvent dtre remplacees chacuoe par od produit de deox series 
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simples. La transfonnation qu'il s'agit d'effectoer, n'est qo'oDe application 
tres-particaliere de certaiues eqoations gönerales dont nous avons eo a 
faire usage dans le pr^cMent Memoire ( S* ^9 V.) ; mais , pour mieox faire 
seiitir le priueipe sur leqoel cette transformation repose, ii dou^ parait pre- 
ferable de la rattaoher a un Ibeoreme aritbmetique Ires- simple et sosceptible 
d'uue demoostration (out elömeiilaire* Voici ea quoi coosiste ce tbeoreroe: 

^m designant uo eutier positif et impair doDue, le nombre des so- 
,, lutioDS de i'eqoation m = or^ -|- y% dans laquelie x et y sont des enliers 
<i,reels iodetermin^ est 6gal ao quadruple exces do nombre des diviseurs 
^^(positifs) de m, qai soot compris dans la forme 4ik-fl^ sor celui de ces 
„diviseurs qui out la forme 4Ä + 3."*) 

Comme les enliers x et y, qui satisfont a Tequation precedente, 
sont toujours Tun pair, Tautre impair, on voit que, si Ton cousidere Fun de 
ces enliers, le second par exemple, comme devant dtre pair, le nombre des 
Solutions se r^duira de moitie, et Ton voit egalement que, si l^on suppose 
eu oulre x, pris avec son signe, de la forme 4Ar+l9 le nombre des solu^ 
tions ^prouvera une seconde reductiou de möme etendue, et deviendra sim- 
plement egal ä Fexces de6ni dans Tenoncö, puisqu'a une möme valeur de y, 
repondent toujours deux valeurs opposöes de x, qui sont Fune de la 
forme 4fc+l, Taiitre de celle-ci 4A + 3. Au raoyen de ce r^ultat, il 
est facile de former requation generale que nous alions ^rire, 

et dans laquelie la double sommalion, indiquee dans le premier membre, doit 
s'^tendre ä tous les enliers positifii ou negalifs x et y, resp. compris dans 
les formes 4Ar + l9 2^> tandis que celle du second membre est suppos^e 
embrasser tous les entiers impairs et positifs, n et n\ D*apres la maniere 
dont cetle equalton snbsiste, il est encore evident qu'elle*ne cessera pas 
davoir lieu, si aux conditions euoncees nous ajoutous Celles que or^ + y^ 
seit premier k un eutier reel doun6 K, et qu'il en seit de mSme du pro- 
duit nn\ ces uouvelles conditions n'ayant d'autre effetque de supprimer les 
mdmes termes de part et d'autre. Ainsi restreinles, les indelermiuees ar 
et y auront la möme signification que Celles desiguees par \ et v dans les 
sommes (S) et (4), en supposant respectivement Ks^D, ou K^szp'^ 



•) Voyes pour la dimonstratioo de ee theorane j du k Mr. Jacobij le t'ome XII 
de ce Josnial, pag. MW, ou le M teoiss «il6, %. 7. 
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tandis qoe n et n' devront ötre resp. suppoetes premiera k D on k D\ 
Ceia pose, si dans les deux sommes (2) et (4) mras rempla^ons Fexposaut 

de J, par le prodoit — -i~p . ^,^ ^ = ^ g^ , ce qui est 

periuis, le facteur ajoote etaiit impair, ii soffira de sqpposer la fonclion ar- 
bitraire F(z) de la forme, 

pour coociare de requation en questiou, que la sornme double (8), est eqoi- 
valeote a celle-ci 

2(_irJ-r-(-)_^, 

oü le signe S se rapporle ä (ous les eiiiiers positifs n et n', iwpairs et 
Premiers a D. Observous roaiiitenant que, Texposant de $ etapt toujonrs 

pair QU impair eu mdroe temps qoe le oombre — « 1 « — , corome nous 

avons deja eo occasioii de le remarquer dans le §. 8, nous pouvons le 
remplacer par ce dernier. Par cette sobstitutiou , le terme general de la 
somme precMente se cbangera en on produit de deux facteurs qui ne con* 
tieunent cbaeun qu'un seul des entiers n et n', de sorte que la somme eile* 
mdme prendra la forme d*ua produit de deux series simples. On obtieot aSnsi 
et en substituant dans requation (2), ceile que nous allons ecrire: 

cbacune des deux sommatious indiquees s'etendant a tous les enliers pO'- 
sitifs n, impairs et premiers a D. Pour plus de simplicite, nous avons 
remplac6 n^ par n, ce qui est permis, ces deux lettres ajant la meme sigui- 
fication et ne se trouvant plus maintenant mdlees dans une mdme somma^ 
tion, et nous avons en outre reduit a z^ro la variable infiuiment peti(e ^; 
les sommes pr^c^deutes etaut en effet les limites de Celles ou Ion aurait 
conserve la quantite ^, pourvq que dans ces sommes Tou considere les 
entiers n comme formant une suite croissaute, comme il est facile de s'en 
assurer, et comme on Ta d'ailleurs prouve, en etablissant les resultats qu'il 
sera nöcessaire de rappeler dans le n^ suivant L'equatiou (4) etant sou- 
mise aux mdmes transformations , se changera en celle-ci: 

W " = i^^^iüM^wm 2*'^' (-p) r • 2 (- ')'^' *'^' (f) i 
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IV. II faat mainteuaut rappeler les resoltats qui se rapporteot aux 
formes quadratiqoes a coeflBcients reeb, poar le9 eomparer a ceux que dous 
venous d'elablir. C'est ce que uoas allons faire, en eboisissant les nota- 
tions de maniere ä faciliter la comparaison dout il s'agk. Dans le Memoire 
precedent ($.6, equat. 23), on a demonlre que relativemeut a un determi- 
nant positif uon- quarre D, le iiombre des elasses que nous designeroos 
par A|, est donne par requation 

Dans cette equation la significalion des lettres r, u, S^ P ei n, est la meme 
que dans les equations precedentes (1), (2) et (2^), et la sommation a la 
möme etendae que Celles indiquees dans la derniere de ces equatioos. 
Quant a la lettre 6, eile designe Tunile positive ou negative, selou que P 
est de la forme 4A:-|-1 ou de celle-ci 4A: + 3. Si nous cousiderous eu 
second lieu le determinaut oppose — D, et que nous denotious par A^ le 
uombre des elasses qui y repondent, il resulte de Tequation (19) du S« 
dejä citä, qu'on aura 

(6) Ä, = ^2(-fl)"'^'^'^'(J)l, 

la significatiou de toutes les lettres et Fetendue de la sommation restaut 
toujours les mdmes. Or, 9 etant toujours de la forme +1, Ton voit que les 
deux s^ries contenues dans les equations (5) et (6), coincident avec Celles 
de Tequation (2^), de sorte qu'en divisant cette derniere par le produit des 
deux autres (5) et (6), on trouvera ce resultat tres- simple 

Jjf == — httu. 

L'autre cas qui est celui d'un determinanl de la forme D^i, condait a un 
resultat aualogue; il suflEll pour Tobteuir, de remplacer dans ce qui precede, 
les equations (5) et (6), par Celles au nioyen desquelles s'expriment les 
nombres hi et h^ des elasses reelles qui repondent aux determinants QD^ 
et — 2D\ On trouve alors 

ff =5 — ÄiÄj. 

Nous avous donc ces deux th^oremes tres-remarquables. 

„J9 designant un entier positif non- quarre, seit H le uombre deai 
elasses dans lesquelles se distribuent les formes a coefficients complexe^ 
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et au determinant D, soient encore h^ et Aj les Dombres des classes pour 
les formes a coSfficients reels, repondant respectivenient aux deux deter- 
minants D et — D; toates ces formes ötant supposees telles qoe les coef- 
ficieuts extremes et le double coefficieot moyen oe presentent pas de divi- 
aeur commun. Cela etant, Ton aura toujoars flss2AiA2, oa fls=A|A,, 
aeloo que reqoatiou iiideterminee 1? — Du^ ss — 1 , admettra des solotions 
reelles ou noa.'' 

jjD designant un entier positif dont le double ue seit pas un quarrt, 
si Ton suppose que les lettres H, A|, A^^ ^^ conservant une significatiou 
analogue a ceile de reoonce precedent, se rapportent maiotenaiit aux 
determinanls Di, 2D, — 2D^ oii aura H — h^h^^ ou 2U=zAj^A^^ seloit 
que r^quatioD ^— -2/>tf^s=: — 1, admettra des soIutions reelles ou nou.""^) 

Quoique les thöoremes precMeots ne eontienneut aucun elemeut qui 
ne soit relatif aux nombres eiitiera, Ü parait diffieile de les ötabUr par des 
ooosiderations purement aritbmötiqnes, taadis que la möthode mixte doat^ 
nous veuoos de faire usage, et qui est fondee eu partie sur Femploi de 
quautites variant par degres inseusibles , nous y a oondnlt de la maniere 
la plus naturelle et, pour ainsi dire, sans effort. 



^) On sappose iaeitemeut dans eei inoncea, comms an le fSut prdinairameol^ qua 
pour un determiuaDt negatif on D'admetto quo des foimoa iMIoa dont loa ooelBcienta 
extremes soient positifs. Si on n'adoptait paa cet naage, le nombre h^ aurait une 
valeur double de oelle que nous lui aupposons, et lea deux inonoea aeiaieot a mo- 
difier an consequence« 



Fautes a eorriger daiis ce Memoire. 
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)^ •. KeimiAere Utrutmmgfm, wem 4er Pal ioi VBcmilidkcm hegt 

l.Jiifer den htModere» Viüem, welche ilanuis henrorig^elieii« dmfii voa des 
Puttcieft PA'(I einer in sModlidber Eolferoimg liegt, oder zwd rmiwM 
fiiUea, Mtichuem meh benooder» drei Falle als Quelles reiebhah^ger Folgr- 
ruiii^eM aus; tttolicb, ersten«, weoa öer Fol P io eioe nneodlicbe Eotfemog 
rOclU ; zwei (eost wenn P nii eioeai der Puocie S, und drittensy weoa einer 
der Pallete mil eioeai der Piiocte S a^osaanaealallL Wir behaodelo ia 
diesem Paragraph uur den ersfeo Fall, weon P unendlich weit eniremt ist, 
wihreiid wir zugleich voraussetzen , dals alle Puncto 8i....8^^ in end- 
licher Entfernung liegen. Dann verwandelt sich die Gleichung 

(QS, QSA'^_ 

welche die Puncie Q bestimmt, in die Gleichung 

(V*^, .... V*>„) = W- 

Netzt man iiümlieh PS,^ PS, + S^S.,, so fällt «ST.iS,, als endUches Stuck, 
gegen das unendliche PÜi weg; man kann also PS2 und alle anderen 

fCntferiiungeii PS^ PS^ gleich PS, setzen , und erhält dann durch 

Miikiplicafion mil (PS\)'^ die obige Gleichung, durch welche die harmoni*- 
si^lien Mitten mter Ordnung Q zwischen den in einer Geraden liegenden 
Puncten S\ ... .S^ in Bezug auf den unendlich entfernten Punct dieser 
Geraden, oder die Mitten mter Ordnung zwischen jenen Puncten schlechthin, 
bestimmt werden. Für den ersten Grad hat man (?Äi+(?Ä2+ .... +(?Ä„ = 0; 
also ist Q dann das Cciitrum der mittleren Entfernungen, oder kurzweg, 
die Mitte zwischen den Puncten S^ S„, oder der Schwerpunct der- 
selben, wenn alle gleich an Gewicht gedacht werden. Da nun die aus 
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einem unendlich entfernten Puncte gezogenen Geraden alle unter sich paral- 
lel sind, 80 läfst sich der allgemeine Satz für diesen Fall wie folgt 
aussprechen ; 

ff Zieht man durch eine Oberfläche eine beivegUche Gerade von 
constanter Bichtnng, welche die Ober flache in den Puncten Si .... S;, 
schneidet f und setzt in ihr einen Punct Q so, dafs die Summe sämmt^ 
liclier Producte zu m Factor en, welche sich aus seinen Entfernungen 
von den u DurchscAnittspuncten bilden lassen, ffleieh ist, so ist der 
Ort dieses Punctes eine Oberfläche mter Ordnung,'' 

Wir nennen dieselbe die jener (constanten) Richtung zugehörige mte 
Centrale der Oberfläche. Ist insbesondere der Pnnct Q die Mitte (s. oben) 
zwischen den n Durchschnittspuncten, so ist sein Ort eine Ebene, und in Be- 
zug auf Curveu eine Gerade. Diese Ebene ist die jener Richtung zugehörige 
Durchmesser'- Ebene der Oberfläche; die Gerade ist der ihr zugehörige 
Durchmesser der Curve. Beide sind also nichts anders, als die jener Rich- 
tung zugehörigen ersten Centralen der Oberfläche oder Curve. lfm nun 
die Gleichung der zu einer Richtung gehörigen ntten Centrale aufzustellen, 
läfst sich nicht unmittelbar die in dem allgemeinen Satz angegebene Me- 
thode anwenden, indem der Axendurehschnitt, der dort immer in P ange- 
nommen wurde, nicht fuglich in unendlicher Entfernung angenommen wer- 
den kann. Man kann zu dem Ende die eine der Rieht -Axen, etwa die 
z Axe der gegebenen Richtung, für welche die Centrale gesucht wird, 
parallel annehmen, und nun einen zwiefachen Weg einschlagen. Entweder 
man wandelt zunächst die Gleichung der gegebenen Oberfläche nter Ord- 
nung so um, dafs der Axendurchschnitt nach dem unendlich entfernten 
Puncte der orAxe verlegt wird, dafs man dann nach dem allgemeinen 
Satze die Gleichung für die mie Centrale dieses Punctes ableitet und 
dann wieder die so gefundene Gleichung so umwandelt, dafs der Axen- 
durchschnitt w^ieder nachdem ursprünglichen Puncte zurück versetzt wird: 
oder man entwickelt die Gleichung dieser Centrale, ganz unabhängig von 
dem allgemeinen Satze, nach der Analogie des für den Beweb dieses 
Satzes selbst angewandten Verfahrens. Da das erste Verfahren, welches 
auf eine blofse Anwendung allgemein bekannter analytischer Operationen 
hinausläuft, kein weiteres Interesse darbietet, so wählen wir das zweite; 
wodurch wir zugleich den Vortheil gewinnen, eine Reihe von Schlüssen im 

49* 
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Z üi wiw enhanjge Terfolgea so kfisaea, wdehe bei der SntwiekeiaBg des 
aUfMieiiiefi Natzes nar wbr sentreot ud atickweiae g^ebea wares. 

Die Anfgsthe uA hier diene. Ee 'mt eise Oberfache «ter Ordaaog 
oimI ein Axeokreoz fegebeo: nao ziehe mä der nr-Axe desselben parallel 
eiae bewaglicbe Gerade^ welche die Oberiacbe ia den Ponden Sg.*..S^ 
«fcaeidet: es soll der Ort des doreh die Gleichnog 

[I] iQS,....QS:r^O 

bestimaUen Punctes Q gesucht werden. 

Es seien wieder x, y, z dw Richfstflcke des Pnnctes jS» und 
^^ y^9 ^' die des Pnncies Q. Die Gleichung der Oberfläche sei 

[11] 2**/;^(ar,y)=:0, 

WO fn^ eiue Function von (n — Q)teu Grade bezeichnet 

Der DorchschniU der beweglichen Grcraden mit der xy Ebene sei H, 
so ist, da die Gerade mit der sr Axe parallel i9t, 

[III] RQ^9\ RS = zf y — r'f x^x\ 
Dnrch SabMtitiition dieser Ansdräcl^e verwandelt sich zuerst, da QSx =: 
QRJ^1iS^ = R8,^RQ»%^ — %' ist, die Gleichuug [I] iu 

Dieo nach Potenzen von %' entwickelt, erhält man wieder 

[I. «.] 2(— l)*(ii— or~*(«r| . . ..zfz'^'^ = *> 
Die Gleichung [II] aber verwandelt sich in 

[IV] 2«*A.,(a.',yO = a 
Die hieraus sich ergebenden WurzelwCTthe z^.... z^ sind dann in die 
Gleichung [f. a.] zu substituiren. Es ist aber 

DIea also in [IVJ sobstituirt und dann die Gleichung mit fo{x\y') mul- 
tipllnirt, ergiebt sich 

[V] S(n - df-^n (^'> /) ^"•"" = 0, 
als Ortsglololiung für Q* Also: « 

«iDie Gleichung fiir die einer Richtung zugehörige mte Centrale 
einer Obcrflttche nter Ordnung findet man, wenn eine der Rieht -Axen der 

*) Vobsr dlo Ableitung dieser Formel vergleiche man $. 4. 
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gegebenen Richtung parallel angenommen wird, aus der Gleichung der ge- 
gebenen Oberfläche dadurch, dafs man den Exponenten des mit der ge- 
gebenen Richtung parallelen Richtstuclis (z) überall um n—-m verringert, 
und jedes Glied mit einer Combinationszahl multiplicirt, deren Elementen- 
aahl dem alten und dessen Claasenzahl dem neuen Exponenten dieses 
Richtstuckes gleich ist.** 

Es ist klar, daüs hierbei jedes Glied, in welchem der außlngliche 
Exponent von z kleiner ist als (jn--m)^ wegfallt, weil dann bei der Er- 
niedrigung um (n — tu) der neue Exponent von z, also auch die ihm 
gleiche Olassenzahl, negativ, die Combiuationszahl selbst also wird. So- 
mit ist folglich die Gleichung der einer Richtung zugehörigen mten Centrale 
einer Oberfläche nur von den Gliedern der m-f-l höchsten Grade in der 
Gleichung dieser Oberfläche abhängig ; z. B. die der ersten Centrale nur 
von den Gliedern der beiden höchsten Grade, d. h. des iiten und (n — l)(eu. 
Daraus folgt, dafs, wenn die Gleichungen zweier Oberflächen in den Glie- 
dern der m-f-l höchsten Grade übereinstimmen, dsSs dann auch die zu den 
Rieht- Axen gehörigen Centralen beider Oberflächen vom ersten bis zum mten 
Grade identisch sind. Da nun, wenn die Rieht -Axen beliebig verändert 
werden, die neuen RichtstAcke immer nur lineare Functionen der alten 
sind, und umgekehrt, also durch Substitution der neuen statt der alten in 
irgend einem Gliede der Grad dieses Gliedes nie erhöht werden kann: 
so folgt, dafs, wenn die Gleichungen zweier Oberflächen für irgend ein 
Axenkreuz in den Gliedern der m + 1 höchsten Grade abereinstimmen, 
dieselbe Uebereinstimmnng auch noch fortbestehen wird bei beliebiger Aen- 
derung der Lage des Axenkreuzes; dafs also dann auch die zu allen Rich- 
tungen gehörigen Centralen, von der ersten bis znr mten, in Bezug auf 
beide Oberflächen identisch sein werden. Wir nennen dann die beiden Ober- 
flächen cancenlral im (n — 1 )ten Grade , und zwar in Bezug auf alle un- 
endlich entfernten Puncto. Was den letzten SKosatz betrifil, so ist klar, 
dafs zwei Oberflächen auch concentral sein können in Bezug auf eine in 
endlicher Entfernung liegende Ebene, oder vielmehr auf alle Puncto der- 
selben; wovon man sich leicht überzeugt, wenn man zu den zwei in Be- 
zug auf die unendlich entfernten Puncto concentralen Oberflächen ein col- 
lineares System bildet, von der Art, dafs alle unendlich entfernten Puncte 
ins Endliche rflcken ; wobei sie bekanntlich eine Ebene bilden. Es werde 
jedoch, was jenen Zusatz betrifft, nach dem allgemeinen Princip unserer 
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Benennung festgesetzt, dafs, wenn zwei Oberflächen schlechtweg concentral 
heifsen, dies sich allemal auf die unendlich entfernten Puncte beziehen soll. 
Es läfst sich somit der Satz aufstellen : 

j^Zwei Oberßdchen sind conceniral im mten Grade, wenn dieGlie^ 
der der m -4- 1 höchsten Grade in den Gleichungen beider Oberflächen 
in Bezug auf irgend ein Axenkreuz übereinstimfnenJ' 

Es versteht sich von selbst, dafs diese concentrale Beziehung bis 
zum (n — t)ten Grade gehen kann; in welchem Fall sich beide Gleichoo- 
gen nur durch das constante Glied unterscheiden. Waren sie im nien Grade 
concentral, 80 wurden beide Oberflächen selbst identisch sein. 

Der Begriff von Curven, welche im ersten Grade conceutral sind, 
stimmt überein mit dem von Curven, welche gleiche Asgtnptoten haben. 
In der That ist das System der n Asymptoten als dasjenige System von 
/i Geraden anzusehen, welches der gegebenen Curve (im ersten Grade) 
concentral ist; wie sich sogleich daraus ergiebt^ dafs die Gleichung für das 
System der n Asymptoten mit der Gleichung der Curve selbst die Glieder 
der beiden höchsten Grade identisch hat. Doch ist hier wiederum der Be- 
grifl* allgemeiner; auch schon in sofern, als er sich auf Oberflächen ausdeh- 
nen läfst. Für concentrale Oberflächen haben wir, um eine leichte An- 
wendung zu geben, die Relation, dafs, wenn irgend eine Gerade hindurch- 
gezogen wird, welche die eine in den Puncten Hi .... a^^ die andere in 
6, . b^ schneidet, 

ist, wo Q die Mitte zwischen den n Durchschnittspuncten bezeichnet, 
welche für beide Oberflächen identisch sein soll. Also da Qb^ — Qa^-^. a,6| 
ist, so hat man 

oder, in Worten ausgedrückt: 

., Zieht man durch zwei concentrale Oberflächen (oder CurvenJ eine 
beliebige Gerade, so ist die Summe aller Abschnitte, deren Anfangspunete 
auf der einen, und zwar dann stets auf derselben, und deren Eudpuncte 
auf der andern liegen, wenn man diese Abschnitte so wählt, dafs jeder 
Durchschnittspunct einmal, aber auch nur einmal, vorkommt, gleich 0.'' 

Sind die Oberflächen in höheren Graden coneentral, so finden, aufser 
dieser Beziehung, vermöge der Identität der harmonischen Mitten höherer 
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Ordnungen, noch andere Beziehungen statt , welche sich aber nicht mehr 
80 einfach darstellen lassen. 

§. 7. Besondere Beziehungen für den Fall, wo der Pol, oder eine der harmonischen 

Mitten, in die Oberfläcfie fallt 

Es falle zuerst der Pol P in die Oberfläche, also io einen der 
Pancte S, .••• S^, z. B. in Ä.. Dann ist PS. = 0- Die Gleichung der 
harmonischen Mitte tnter Ordnung Q ist 

Vps. •••• päTJ ~ ^ 

Man multiplicire mit PS^ , so erhält man 

Ist nun PSi = 0, so (allt der zweite Theil weg und man behält 

also ist entweder QS^ = 0, oder (^ , . . . ^J = 0, d. h. einer der 

Puncto Q fällt zugleich in P oder in jS^; die andern m — 1 Puncto Q sind 
harmonische Mitten (//i — l)ter Ordnung zwischen den n — 1 übrigen 
Puncten in Bezug auf P '^'). Man hat also den Satz : 

f, Nimmt man einen Punct in einer Ober fläche uter Ordnung als 
Pol an, so geht die zugehörige mte Centrale durch denselben Punct und 
hat die Eigenschaft ^ dafs, wenn man durch jenen Punct eine beliebige 
Gerade zieht, welche also die gegebene Oberfläche noch in n — l , ^e 
Centrale noch in m — 1 Puncten schneidet, die m — l letzteren harmo- 
nische Mitten (m — 1 )ter Ordnung zunschen den n ~ 1 erster en in Bezug 
auf den Pol P sindr 

Und umgekehrt 

„ Wenn man von einem Punct einer Oberfläche (oder Curce) nler 
Ordnung beliebige Strahlen zieht und auf jeder derselben in Bezug auf 
jenen Punct die liarmonischen Mitten niter Ordnung zwischen den n — 1 
übrigen Durchschnittspuncten jenes Strahles nimmt ^ so liegen diese har-^ 

*) Hieraus folgt zugleich, dafs, wenn r Punctc 6\ Sr zugleich mit P zu- 
sammenfallen, dann auch r Puncte Q in denselben Punct fallen, während die übrigen 
Puoete harmonische Mitten (m— r)ter Ordnung zwischen den n — r übrigen Puncten 
S in Bezug auf denselben Pol P sind. 
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monischen Mitten auf einer Oberfläche (oder Curoe) (m'\-i)ter Ordnung 
der (m + 1 )ten Centrale der gegebenen Oberfläche (oder Curve) in Bezug 
auf jenen Puncto' 

Zieht man, um eiue specieile Anwendung zu geben, von einem 
festen Puncie einer Curve 3ler Ordnung einen beweglichen Strahl und 
bestimmt auf ihm zu den 3 Durcbschnitlspuacien desselben den vierten, 
jenem festen Puucte zugeordneten harmonischen Pnnct, so liegt dieser jedes- 
mal a^if einem und demselben festen Kegdeckmtt 

Noch ist zu bemerken, diafs, wenn man insbesondere von P eine 
Gerade zieht ^ welche die Oberfläche in diesem Puucte berührt, so dafs 
also zwei Puncto S>| und jS», mit P zusammenfallen, dann auch zwei Puticte 
Q in denselben Puuct fallen müssen. Die Gerade berührt also dann zu- 
gleich die Centrale, und da dasselbe von allen au P gezogenen Tangenten 
gilt, so haben alle zu P gehörigen Centralen mit der gegebenen Oberfläche 
an diesem Punct eine gemeinschaftliche Tangential- Ebene, nnd diese Tan« 
gential- Ebene ist die erste Centrale in Bezug auf ihren Berühmngspunct P. 
Eben so ist die erste Centrale einer Corvo in Bezug auf einen Punct der- 
selben die Tangente an diesen Punct 

Es falle zweitens einer der Pancte Qi •... Qm in einen der Puncte 
jS^^ • • . • j9„ , z. B. in iSi , so mufs, 8i statt Q substituirt, noch der Gleichang 

\psj \PSJ ~ " 

genügen. Man hat also, da jS\ j9| = ist, 

\PSj VFS:) — **' 

d. h. der Punct <9| rnofe dann ein Centrum mter Ordnung zwiaohen den 
n ^ 1 übrigen Pancten sein , in Bezug auf denselben Pol P. 

Nun sind die Dnrchsehnitte der ntteu Centrale mit der gegebe- 
nen Oberflache solche Puncte, und zwar die einzigen, in welchen eine 
harmonische Mitte mier Ordnung mit einem Puncte S znsammenfiillt Also 
findet sich zuerst für dieCorven, da sich zwei Curven, von denen die 
eine mter, die andere nter Ordnung ist, in n.ni Pnncten schneiden, nach- 
stehender Satz: 

y,Durch eine Curve titer Ordnung lassen sich von einem Punct in 
der Ebene derselben n . m Gerade ziehen, welche die Beschaffimheit haben, 
dafs einer ihrer Durchschnittspuncte mit der Curve die harmonische Mitte 
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mUr Orimmg zwuchin dm (n— -1) tibr^m in Bezug auf den gegebenen 
IHmct iet; und zwar bilden dieee harmonischen Muten die DureheehnUte- 
jnmcte der gegebenen Curve mit ihrer auf Jenen Funet beztiglichen mten 
CentridB:' 

IMeMr Sata IftTst sich wiederoin ffir die erste Centrale ond flSr die 
erste Polare (die (11*— l}te Ceotrale) specialisireD. In Bezug anf Jene 
wOrde er wie folgt lanten^ 

^^Darcb eine Ciir.ve litor Ordnung lassen sich von einem Poncte P 
n Gerade von der Art o&iehen, da(s einer ihrer Durohschnittspiuiete mit der 
Cnrve die harmonische Mitte (erster Qrdnang) awischen den (llnrigea in 
Bezug auf P ist, und diese Mitten liegen in einer geraden I^nie, der 
eraten Centrale der Curve in Bezqg auf P. 

^Namentlich lassen sich an eine Curve dritter Ordnung von einem 
Puncle P drei solche Strahlen ziehen, deren drei Dnrchschnittspunete ndt 
der Curve in Verlrindung mit P vier harmmneche Punete bilden; ond zwar 
liegen die jenem Pnncte P zugeordneten hannonischen Punete in einer 
geraden Linie, der Centrale u.s.w. 

Um den Satz auch fdr die (n — l)te Centrale aussprechen zu können, 
isi nur zu bemeri^eni dafs, wenn einer der Dardusehntttapuncte bamhonische 
Mitte (n — l)ter Ordnung zwisehen deti n-rl Bbrigen Durohschnittspunoten 
sein soll, dies nichts anderes heifst, als data von diesen n — 1 Punoten 
noch einer in jenen ersten Pnnct fi&llen, dieser also Berebrungspunel einer 
Tangente sein mufs ^)« Somh eif^ebt sich also folgendi^r Satz : 

„Aus jedem Pnnct lassen sich an eine Cnrve iiter Ordnung n{n — 1) 
Tangenten ziehen, und zwar bilden die Berflhrungspuncte derselben die 
Ourchschnittspuncte der gegebenen C^rve mit ihrer auf jenen Punet be- 
zugllcben ersten Polare^'' 

Ffir die Oberiächen würde der allgemeine Salz also lauten: 

,f Wenn man aue einem Pmncte P durch eine Obarßäche nter Ord^ 
nung die eämmtüchen Geraden sieht, icelche in der Art möglich eind, 
daftjedeemal einer der Durchechmtt^mnete harmonische Mittei mtar Ord^ 
nung swieehen den irrigen in Bezug auf P iet, eo Uegen dieee MSttan 
zuglmch in einer Ober/Uehe mter Ordnung, der mben Centrale der Obar-^ 



a) Weil ninlioh die hannsniiehsn Mitten itsr Oidasaf z w i sc b a n r Funelsn mil 
diflsen ausammenfkllsa. 

<Mte*tltmtl£4.lf.Ba.Xl^V. Hift4. SO 
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fläche in Bezug auf P und WÜn oho die DurehschmttsÜim i&r Ober* 
fldeke mU ihrer mten Centrale^ 

^ylnsbesoudere liegen die Böruhrung^puncte der Tangenten, welcbd 
voo eioem Panct P au eine Oberflache nter Ordnung gezogen sind, zo^ 
gleich in einer Oberflache {n — l)ter Ordnung, der ersten Polare der gegebe-* 
nen Oberfläche in Bezug auf jenen Puuct, und bilden also die Durchscbnitts- 
linie der Oberfläche mit ihrer ersten zu jenem Puncte gehörigen Polare." 

Nimmt man in Bezug auf zwei Puncte P und P' die ersten Polaren 
einer Oberfläche nter Ordnung ^ so werden sich diese drei Oberflächen io 
ii(ii~'l)^ Puncten schneiden, und jeder dieser Puncte, aber auch kein an- 
derer, Mird Berahrungspunct einer von P und zugleich einer von P' an 
die Oberfl&che gezogenen Tangente, d. h. also auch einer durch die Gerade 
PP' an die Oberfläche gelegten Tangential «Bbene sein. Somit hat man 
folgenden Satz: 

„DanA eine Crerade latisen sich an eine Oberflache nter Ordnung 
ii.(n— «1}^ TangenHal* Ebenen legeii; und zwar bilden die BerOhrunge- 
puncte die Durchschuittspuncte der Oberfläche mit ihren auf die Puncto 
jener Geraden bez^iehen ersten Polaren."^} 

Ea lieüaien sieb noöh manche interessante Beziehungen hier ableiten, 
deren At^ndning ich aber, um nicht zn weitläuftig zu sein, dem Leser 
dberiasse» Vorläufig mögen die gewonnenen Resultate genägen, nm ^ 
Fruchtbarkeit und Wichtigkeit des oben anfgestellten allgemeinen SatMn 
anzudeuten, welchen wir nun noch auf zwei reciproke Systeme uber^ 
tragen wollen« 



*) Um diesen Satz richtig anftttfasseD, erinnere man sich, dars die auf die 
Puocte einer Geraden bezüglicheo eraten PolareD stets eine gemeinscbafUiche Durch«* 
scbnitlseurve haben. (S. $.5.) 

(Der Schlals folgt) 
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Tome XVII. 




S 8 couDiies lisez comms 
4 4 (1— x»r» l. h^x^lh' 
8 16 <t ne faut bublter L One fiiat pas 
oublier 

— 7 (en remtet) ^oner« /• operer 
1) 19etftS byp» Lliyp*. 

— tS Üb* 2. ubr. 
14 4 pouf !• («r 

tt S(en fem,) a forme L la Tonne 
t3 1 eO) Üe» fa uirgide. 

~ IfeiirmB) f tsstx> A jsoo 

— 2(eniMi.) 9=0 A >^=sO 

tt 1 o — *y j. y-^^y 

— • deCMT 2« detour 

— 18 FC») L JP(x) 

— 6(eiii«B.)r^"'^' '. rP"-* 

• • © ^ ® 

7 rauniea 2. rannee 

7 A^2 /. ^ + 2 

7 • . . . Supprunez ces poinis 
13 # /. i 

11 (eo reuL) par Ja J. par la 
Sl diatinctib /• distioel^ 

3 (eo rem«) aimplea /• ahnple 
3 (eurem.) aee /. cea 
t autre /• aotrea 

4 (en ren.) iroave /• tröavee 
• (earem.) /iO— y(l0-2) /. 



332 15 exemte /. exempte 
383 8 ferait h ferait 
334 3 lAsez Je auppose le oombre eotiei 
A^ — B* decompoae 

— 6 preimant L preuaat 

336 17 eoQoue L comnio 

— 19 analytiquemeot pas L analjrtiqae- 

meut partant 

337 SO rasen J, raison 

— 3 (en rem.) exiaUnce L evistence 

338 10 (en rem.) pesaniant L pctoenUnt 

— 3 (en renk) ila A il 

339 8 p^2r+H—7 L p^2r+n—i 
341 17 (P— 1) 7. 2(p— 1; 

344 1 4^) /. ^(3) 

345 4 Dans le iure U faui Vre voüte 

ajmelnquey.a base ete. auUeu de 
vottle symmetriqne, k la baae ete. 
4 an moina L an moins 
m* 
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350 



9 ^(**— Ä*)*»»^ l. 
•^(j._,i)eos5gp 



- ^^^'""•^y^O ''/i^ 
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n 



^9 






355 7 ^(a^^i^u^ U y^(a»-a*w*) 

— 7(on rem.> cotop h eos^ 
35S 11 P /. p' 




16 eowbea l. <mKdiea 
9 MDCKtf JL eottcne 
94 aapfomiiea /• aovpfonuees 
8 KäigrüHye l. La^wige 



Tome XX. 



191 14 X l. k 
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